Temporale Logik u1] _Vereinfachte Hennessy-Milner Logik (HML) 2]
R . . . Revision: 1.37 Revision: 1.37
Gebrauch in der Informatik geht auf A. Pnueli zurtick zunédchst betrachten wir HML als Bsp. fiir Temporale Logik fiir LTS
e Haufig zur Spezifikation von Nebenlaufigen und Reaktiven System gebraucht Geg. Alphabet von Aktionen X.
e Erlaubt Verkniipfung von Aussagen zu verschiedenen Zeitpunkten Definition Syntax besteht aus booleschen Konstanten {0, 1}, booleschen
. . Operatoren {A,—,—,...} und unaren modalen Operatoren [a] und (a) mita € X.
— “Morgen ist das Wetter schon”
— “Die Reaktorstabe werden nie Gberhitzt” Lese [a] f als fur alle a-Nachfolger des momentanen Zustandes gilt f
— “Die Zentralverriegelung 6ffnet sich unmittelbar nach einem Unfall”
Lese (a) f als fir einen a-Nachfolger des momentanen Zustandes gilt f
— “Der Airbag l6st nur aus, wenn ein Unfall passiert ist”
) Abkirzung (@) f stehtfir V (a)f bzw. @O]f fur A [df
— “Einer Bestatigung (Ack) muss eine Anforderung (Req) vorausgehen” ac® ac®
— “Wenn der Aufzug gerufen wird, dann kommt er auch irgendwann” ® kann auch weiterhin als boolescher Ausdruck Uber X geschrieben werden
z.B. [avb]f = [{a,b}]f oder (—an-b)f = (Z\{a,b})f
e Granularitat der Zeitschritte muss natirlich festgelegt werden
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Beispiele zur Vereinfachten HML uz] _Semantik der Vereinfachten Hennessy-Milner Logik tfa]

Revision: 1.37

1. [a]1 fir alle a-Nachfolger gilt 1 (immer wabhr)
2. [a]0 far alle a-Nachfolger gilt 0
(a darf nicht méglich sein)
3 (ay1 fir einen a-Nachfolger gilt 1
(es muss a moglich sein)
4 (a)0 fir einen a-Nachfolger gilt 0  (immer falsch)

5. (ay1 A [b]O es muss a aber es darf nicht » mdglich sein

6. (@)1 A [-a]0 es muss und darf nur genau a méglich sein
7. [aVb]{aVb)l nach a oder b muss wiederum a oder b moglich sein
8. (a) [b][b]0O a ist méglich und danach aber b keinenfalls zweimal

9. [a]({(a)1 — [a]{a)1) ist nach a wiederum méglich, dann auch ein zweitesmal
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Revision: 1.37

Geg. LTS L= (S,I,X,T).

Definition Semantik ist rekursiv definiert als s |= f (lese “f gilt in 5”), mit s € S und f einer
vereinfachte Formel in Hennessy-Milner Logik.

s B 1
s 0
s = [O)g gdw. Yaec®VreS: wennsSrdanns=g

s = (©)g gdw. Jac®IreS: sSrundrfg

Definition es gilt L |= f (lese “f giltin L") gdw. s = f fur alle s e I

Definition Expansion von f ist die Menge der Zusténde [[f]] in denen f gilt.

[ ={seSlskr}
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Endliche und Unendliche Traces 5]

Computation Tree Logic fiir HML (CTL/HML) g

Revision: 1.37

Geg. LTS L= (S,I,L,T).
Definitionen

Ein Trace m von L ist eine endliche oder unendliche Folge von Zustéanden

= (S07S1,...)
wobei es fiir jedes Paar (s;,s;11) in @ ein a € £ gibt, mit s; % 5;, ;. Also gibt es ag,aj,... mit
a ay ap

50—0>81—>52—>...

|n| ist dessen Lénge, z.B. |rn| =2 fur n = (s9,s1,52), und |x| = = flr unendliche Traces.
w(i) ist der i-te Zustand s; von = falls i < ||

= (s;,5i41,-..) ist das Suffix ab und inklusive dem i-ten Zustand s, falls i < |r|

Bemerkung: || = dann |n/| = o fir alle i € IN
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Beispiele zu CTL/HML 7]

Revision: 1.37

zunachst nur in Verbindung mit HML

Definition Syntax aufbauend auf der von HML und zusétzlich
unare temporale Pfad-Operatoren X, F, G und ein binarer temporaler Pfad-Operator U.

Pfad-Operatoren missen einen Pfad-Quantor E oder A als Prafix haben.

EXf in einem unmittelbaren Folgezustand gilt f =X f

AXf in jedem Nachfolger muss f gelten =[Xf

EFf in einer Zukunft gilt f irgendwann exists finally
AFf in allen méglichen Ablaufen gilt f irgendwann always finally
EGf in einer Zukunft gilt / konstant exists globally
AGf es gilt f immer always globally

E[f Ug] mdglicherweise gilt f solange bis schlieBlich g gilt exists until
(uns g muss flir diesen Trace irgendwann gelten)

A[fUg] f giltimmer solange bis schlieBlich g gilt
(uns g muss flir jeden Trace irgendwann gelten)

always until
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Semantik der CTL/HML Operatoren g

Revision: 1.37

—EXf = AX~f  —(®)f = [0]~f

(De Morgan fur E[- U -] bendtigt weiteren temporalen Pfad-Operator)

-EFf = AG-f -EGf = AF-f

AG [—safe] 0 es ist immer unmdglich unsichere Aktionen auszufiihren

EF (—safe) 1 moglicherweise kann unsichere Aktionen ausgeflihrt werden

—E[-(req) 1 U (ack) 1] es gibt keinen Ablauf auf dem irgendwann ack mdéglich wird

und zuvor reg nie moéglich war

AG [req] AF [-ack] 0 immer nach einem req muss ein Punkt erreicht werden,

ab dem keine Aktion ausser ack moglich ist

CTL/HML erlaubt die Kombination von Zustands- und Aktionsspezifikation

dies ist aber auch notwendig und leider oftmals unelegant
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Revision: 1.37

Geg. CTL/HML Formel f, g, ein LTS L. ® sei immer ein Trace von L, und i, j € IN.

Definition Semantik s = f (lese “f gilt in 5”) ist rekursiv definiert
(nur noch fiir die neuen CTL Operatoren)

s EEXf gdw. In[n(0)=s A (1) &= f]

s = AXf gdw. vr[n(0) =s=n(1) = f]

s EEFf gdw.
s = AFf gdw.

In[n(0) =s A Ji[i < |n] A 7(i) = £]]
va[r(0) = s = 3i[i < x| A (i) |= f]]

s EEGS gdw. drn[n(0) =s A Vi[i <|r| = n(i) E f]]
s = AGS gdw. Vr[n(0) =s=Vi[i <|rn| = n(i) = f]]

SEE[fUg gdw. 3mim(0)=s A 3ili < [a| A n(i) =g A Vil <i= () = 1]
SEA[fUgl gow. valm(0)=s= Jili < [n| A n(i) k=g A Vjlj <i= 7)) = ]
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Kripke Strukturen ug]  _Kripke Strukturen 110
Revision: 1.37 Revision: 1.37
Geg. Menge von Atomaren Aussagen 4 (boolesche Pradikate).
¢ Klassisches Semantisches Modell fiir Temporale Logik
Definition eine Kripke Struktur K = (S,1,T, L) besteht aus folgenden Komponenten:
e reine Zustandssicht, keine Aktionen
e Zustandsmenge S.
— im Prinzip LTS mit genau einer Aktion (|X| =1)
— zusatzlich Annotation von Zustanden mit atomaren Aussagen e Anfangszustanden I C Smit7#0
e Urspriinge aus der modalen Logik: e einer totalen Ubergangsrelation T C S x S (T total gdw. Vs[3¢[T (s,)]])
— verschiedene Welten aus S sind Gber — bzw. T verbunden
o Labelling/Markierung/Annotation  L:S — IP(4).
— []f gdw. fir alle unmittelbar erreichbaren Welten gilt f
— () f gdw. es gibt eine unmittelbar erreichbare Welten, in der f gilt Labelling bildet Zustand s auf Menge atomarer Aussagen ab, die in s gelten:
L(s) = {grau,warm, trocken}
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LTS als Kripke Struktur 17 2-Bit Zahler als Kripke-Struktur 12
Revision: 1.37 Revision: 1.37
_ R2
Definition Kripke Struktur K = (Sk, Ik, Tk, L) zu einem vollstandigen LTS L = (Sp, 1., X, Ty a i s$ =B
ist definiert durch folgende Komponenten b Q b Q I = B?
A=% Sx=S.xX Ix=I1xX Li(s,a)—a T = {((0,0),(0.1)),
((0,1),(1,0)),...}

Tx((s,a),(s',d")) gdw. Ti(s,a,s’) und a’ beliebig

Ahnliche Konstruktion wie beim Orakel-Automat!

Fakt ag aj an—1 inL

SO_)sl_>... — Sn
gdw.

(s0,a0) — (s1,a1) - — (sn,an) INK

Anmerkung oftmals S CB", X ={ay,...,ay}, und L((s1,...,sn)) = {a; | s = 1}
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a€L(s)gdw.se {(0,1),(1,1)}
beL(s)gdw.s e {(1,0),(1,1)}

b
b e s = B
a | I = B
D Q
T =

acl(s)gdw.se {(—,—, 1)}
{ beL(s)gdw.s € {(—,1,-)}
r reL(s)gdw.se{(1,—,—)}

Netzlisten, also Schaltkreise auf dieser Abstraktionsebene, haben keinen Initialzustand
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Computational Tree Logic (CTL) 13 Computation Tree 72

klassische Version der CTL fiir Kripke Strukturen et oot

Definition Syntax von CTL enthélt alle p € 4, alle booleschen Operatoren A, —,V,—,...
und die temporalen Operatoren EX, AX,EF,AF,EG,AG,E[- U -] und A[- U -].

Definition CTL Semantik s = f (lese “f gilt in s”) fir Kripke Struktur K = (S,1,T, L) ist
genauso rekursiv definiert wie bei CTL/HML wobei zusétzlich s = p gdw. p € L(s).

Beispiele zum AG(7 — AX(anb))
2-Bit Zahler

AGEX(aAb
mit Reset GEX(@ 7)
AG EF(aA\b)
AG AF(@AD) unendlich oft  ZAB Alle Mégliche Abldufe werden in einem (unendlichen) Baum dargestellt
a a
AG(@AbAr — AX Al(aVb) U (@Ab))) CTL betrachtet die Verzweigungsstruktur (Branching) des Computation Tree
(AGr) — AF(aAb) und hat eine lokale Zustandssicht

von jedem betrachteten Zustand verzweigen neue Pfade
Definition es gilt fin K schreibe K = f gdw. s |= f firalle s I  (generische Definition)
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Computation Tree AGp 115 Computation Tree AFp 116

Revision: 1.37 Revision: 1.37
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Linear Temporal Logic (LTL) 17

Vergleich LTL und CTL 1

Revision: 1.37

Definition Syntax von LTL ist genauso wie die von CTL, nur dass die temporalen Opera-
toren keine Pfadquantoren besitzen, also aus X,F, G und U bestehen.

Definition Semantik = = f von LTL Formel f ist auf unendlichen Pfaden & in K definiert:

TEp gdw. p € L(n(0))

TE-g  gdw. g

nEgAh gdw. mlEgundmiEh

n=Xg gdw. nll=g

n=Fg  gdw. =/ =g fir ein i

n=Gg gdw. w =gfir alle i

nl=gUh gdw. esgibteinimitn =hundn/ =g firalle j<i

Definition K = f gdw. n |= f firr alle unendlichen Pfade = in K mit n(0) € I
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ACTL Formeln als LTL Formeln 19

Revision: 1.37

e LTL betrachtet jeweils genau einen méglichen linearen Ablauf.

e damitmacht (Gr)—F(anb) plétzlich Sinn!  (Erster Teil Annahme/Einschrankung)

e LTL ist kompositional (bez. synch. Produkt von Kripke-Strukturen):
- KiEfKEAL = KxKEANS

- KiFf—gkkEf = KxKkFg

Fakt CTL und LTL haben unterschiedliche Ausdrucksméchtigkeit:
z.B. lasst sich AXEXp nicht in LTL ausdriicken, ebenso hat AFAGp kein LTL Pendant
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Syntaktisch Charakterisierte Teilmenge von LTL und CTL 1120

[C|al’ke and Draghicescu’88] Revision: 1.37

ACTL ist Teilmenge von CTL ohne E Pfadquantor und Negation nur vor p € 4.

Definition zu einer ACTL Formel f definiere f\A als die LTL Formel, die aus f durch
Wegstreichen aller A Pfadquantoren entsteht.

Definition f und g sind &quivalent gdw. K |= f < K = g flr alle Kripke-Strukturen K.

(f und g kdnnen aus unterschiedlichen Logiken stammen)

Satz falls ACTL Formel f zu LTL Formel g &quivalent, dann auch zu f\A.

Beweis K = f “"&™ vnr[n = g Af‘i‘“ var = f] € varn = A\A] 2 KA

(m immer initialisiert und in & |= f als Kripkestruktur interpretiert)
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[M Maldl,oo] Revision: 1.37
Seien f und g bel. CTL bzw. LTL Formeln und p € 4.

Definition Jede Unterformel einer CTLYet Formel hat eine der folgenden Formen:
p. fAg AXf, AGf, (-pAf)V(pAg) oder A[(=pAf)U(pAg)]
Definition Jede Unterformel einer LTLYt Formel hat eine der folgenden Formen:

p, fng Xf. Gf, (=pAf)V(pAg) oder (=pAf)U(pAg)
Satz  Schnittmenge von LTL und ACTL besteht aus LTLIet bzw. CTLdet
Intuition CTL-Semantik bei CTLYet beschrankt sich auf Auswahl genau eines Pfades

Hinweis AlfUp] = Al(-pAf)U (pAl)] AFp = A[1U p]
= eine nicht-deterministische Spezifikation birgt Gefahren der Falsch-Interpretation
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LTL und CTL Koénnen nicht Ziahlen 127

Fairness 122

[P Wolper’83] Revision: 1.37

Spezifikation “jeden m-ten Schritt gilt p” (zumindest)

Fakt f(r alle m > 1 gibt es weder eine CTL noch LTL Formel f, mit
KE=f gdw. =n(i) = p fir alle initialisierten Pfade © von K und alle i = 0 mod m.

Problem pAG(p— —Xp) bedeutet “genau jeden 2. Schritt gilt p”

Losungen

e modulo m Zahler ins Modell integrieren  (Schwierigkeiten mit Kompositionalitat)

e Erweiterung der Logik
— ETL mit zusatzlichen Temporalen Operatoren definiert durch Automaten ...

— ... bzw. Quantoren Uber atomaren Variablen (damit Zahler in der Logik )

Revision: 1.37

e Spezifikation mach oft nur Sinn unter Fairness-Annahmen
— z.B. Abstraktion des Schedulers:  “jeder Prozess kommt dran”
— z.B. eine Komponente muss unendlich oft am Zuge sein

— z.B. der Ubertragungskanal produziert unendlich oft keinen Fehler

e kein Problem in LTL:  (GFf) — G(r — Fa)

e Faire Kripke-Strukturen far CTL:
— zusatzliche Komponente F von fairen Zustanden

— ein Pfad mist fair gdw. |{i |n(i) € F}| =0

— reguldre Ausdriicke: = (1;...;1;p)*1;...;1;—p bzw. (1;...;1;p)® .
T T S~ — betrachte nur noch faire Pfade
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u-Kalkiil 123 Semantik u-Kalkiil 123

Revision: 1.37

e spezielle Form von Quantoren tiber Mengen von Zustanden
— quantifizierte Variablen vV ={X,7,...}

— i.Allg. auch fir Mengen und damit Logik zweiter Ordnung

e Fixpunkt-Logik: kleinste Fixpunkte spezifiziert durch u und gréBte durch v

e Modaler u-Kalkil als Erweiterung von HML bzw. CTL

VX[pA[lX] = AGp  pX[qg VvV (pA()X)] = E[pUgq]

vX[pA[][]X] entspricht “jeden 2. Schritt gilt p”

VX[pAOQuY[(FAX)V(pA()Y)]] = vX[pAEXE[p U fAX]] = EGp unter Fairness f
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Revision: 1.37

Auch wieder Uber Kripke Struktur K = (S,1,T, L).
Definition eine Belegung p Uber den Variablen V ist eine Abb. p:V — TP(S)

Definition Semantik [[f]], einer u-Kalkill Formel f ist rekursiv definiert als Expansion,
also als Menge Zustande in denen f fUr eine geg. Belegung p gilt:

[pllp = {slpeL(s)} [XNp = p(X)

(=0 = S\IIflle [[Frelle = [llpnllelle

pX[f] = NACS|[[Mllpx—a) =AY VX1 = U{ACST[[/lppx—a) =A}
. A X=Y
mltp[AHX](Y):{ o(Y) X£Y

Definition K |= f gdw. I C [[f]], fUr alle Belegungen p

Fakt p-Kalk(l subsumiert LTL und CTL.
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