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Kapitel 1

Einleitung

Die Modellpriifung ist eine Technik zur Verifikation von in der Informatik auftretenden Sy-
stemen. Die zu verifizierenen Eigenschaften werden dabei in einer formalen Sprache (Logik)
spezifiziert. In dieser Arbeit wird dafiir der u-Kalkiil verwendet, in den sich viele andere Logi-
ken iibersetzen lassen. Fiir diese weniger ausdrucksstarken Logiken gibt es sehr leistungsstarke
Modellpriifer.

These dieser Arbeit ist es, dal es moglich ist, einen Modellpriifer fiir den u-Kalkiil zu kon-
struieren, der genauso effizient ist, wie Modellpriifer fiir eingeschrinktere Logiken.

1.1 Motivation
Der Untersuchungsbericht /ESA-CNES, 1996/ beginnt mit den Worten

Am 4. Juni 1996 endete der Jungfernflug der Ariane 5 in einer Katastrophe. Nach
etwa 40 Sekunden in einer Hohe von 3700 Metern verlie3 die Rakete ihre Flugbahn,
brach auseinander und explodierte. . ..

Wie aus der Presse zu entnehmen war, hat dieser Fehlschlag die ESA (European Space Agency)
viele Millionen ECU gekostet. Deshalb hat sie einer unabhingigen Kommision von Wissen-
schaftlern und Ingenieuren den Auftrag erteilt, die Ursache fiir den Absturz zu ermitteln. Aus
deren AbschluB3bericht stammt obiges Zitat. Die Kommision kam zu dem Schluf3, daf} der
Absturz durch einen Softwarefehler verursacht wurde, der trotz ausgiebiger Tests und anderer
MafBnahmen zur Qualititssicherung nicht gefunden wurde. Die tieferliegenden Griinde fiir den
Fehlschlag dieser Malnahmen erklért die Kommision durch (aus dem Englischen)

... (die Enwickler) waren der Ansicht, da3 Software solange als korrekt gilt, bis ein
Fehler gefunden wird. ... Die Kommision ist der gegenteiligen Ansicht, da3 Software
solange als fehlerhaft betrachtet werden sollte, bis die derzeitig besten akzeptierten
praktischen Methoden zeigen, dal3 sie korrekt ist.

Neben der Verwendung der Verifikation zur bestmoglichen Fehlervermeidung, sollte Verifikati-
on zur Reduzierung von Testkosten eingesetzt werden. Der Anteil der Kosten fiir Tests 148t sich
je nach Projekt zwischen 40% und 70% einordnen (siehe /Kit, 1995/ und /Fairley, 1985/), so daf}
hier ein immenses Einsparungspotential gegeben ist. Erfahrungen im industriellen Umfeld, ins-
besondere mit der Modellpriifung (z. B. in /Beer et al., 1994/, /Eiriksson und McMillan, 1995/),
bestétigen diese Ansicht.
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1.2 Hintergrund

1.2.1 Modellpriifung

Die Modellpriifung (engl. model checking) ist eine Technik zur Verifikation von in der Informa-
tik auftretenden Systemen. Anwendungsgebiete sind zum Beispiel die Verifikation von Schalt-
werken oder Protokollen. Die Systeme werden durch Zustidnde und Zustandsiibergangsrelation
modelliert und die zu verifizierende Spezifikation in einer formalen Sprache (z. B. temporaler
Aussagenlogik) formuliert.

In der eigentlichen Verifikation ordnet man jeder Formel die Menge der Zustidnde des fest
gewihlten Systems zu, die die Formel erfiillen. Diese Zustandsmengen werden nun rekursiv
iber den syntaktischen Aufbau der Formeln explizit ausgerechnet. Schlieflich 146t sich dann
die Frage, ob ein bestimmtes System eine Spezifikation erfiillt, dadurch beantworten, da3 man
iberpriift, ob der Startzustand des Systems in der Zustandsmenge liegt, die fiir die Spezifikation
berechnet wurde.

Diese Methode wurde anfangs der 80er Jahre von E. Clarke, E. A. Emerson und A. P. Sistla
an der CMU entwickelt /Clarke et al., 1986/. Sie litt darunter, dal durch die explizite Repra-
sentation der Zustdnde, die eine Formel erfiillen, ihr Einsatz auf endliche Systeme mit einer
kleinen Zustandszahl beschrinkt blieb. Erst durch die Verwendung von ROBDDs (reduzierte
geordnete binédre Entscheidungsdiagramme) zur Reprisentation der Zustandsmengen gelang es,
grofere Systeme mit mehr als 102 Zustinden zu behandeln. So gibt es mehrere Fallstudien,
die belegen, daf3 die Modellpriifung in industriellen Projekten zur Kostenreduktion in der Test-
phase und zur Qualitdtssicherung einen grofien Beitrag leisten kann (s. letzter Abschnitt der
Motivation).

1.2.2  p-Kalkiil

Die Kombination der Modellpriifung mit den in /Bryant, 1986/ vorgestellten ROBDDs zur kom-
pakten Représentation von Schaltnetzen (booleschen Funktionen) 146t sich zuriickfiihren auf
Arbeiten um 1990, wie /Burch et al., 1990/ und /Coudert et al., 1989/. Schon zu diesem Zeit-
punkt wurde der u-Kalkiil als Eingabesprache fiir einen Modellpriifer vorgeschlagen. Dieser
kann als universelle Eingabesprache sowohl zur Beschreibung des Modells als auch der Spe-
zifikation verwendet werden und erlaubt dariiber hinaus eine ROBDD-basierte Modellpriifung.
Der Vorteil der Verwendung des u-Kalkiils ist die weitaus hohere Ausdrucksmdchtigkeit gegen-
iber eingeschrinkteren Logiken wie FairCTL beim SMV-System und die damit verbundene
Flexibilitdt bei Verwendung mehrerer Spezifikationssprachen.

Dieses Konzept wurde nur unzureichend in die Praxis umgesetzt. Die aufsehenerregenden
Erfolge der Modellpriifung wurden fast alle mit dem von K. L. McMillan entwickelten SMV-
System /McMillan, 1993b/ erzielt, welches als Spezifikationssprache nur FairCTL erlaubt.
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1.3 Resultate

1.3.1 Optimierungen

In dieser Arbeit wird gezeigt, dafl sich Modellpriifung des u-Kalkiil trotz der weitaus hoheren
Ausdrucksmichtigkeit genauso effizient in der Praxis einsetzen 1463t wie Modellpriifung fiir spe-
zielle Spezifikationssprachen. Hierzu werden verschiedene Optimierungen der Modellpriifung
vorgestellt.

Automatische Variablenallokation

Das Hauptergebnis dabei ist eine heuristische Methode zur Allokation (Variablenordnung) von
ROBDD- Variablen fiir Variablen des y-Kalkiils, die unter Verwendung spezieller ROBDD-AI-
gorithmen (schnelle Substitutionen) Aussagen iiber die Grofe der beteiligten ROBDDs gestat-
tet. Fiir den vollen u-Kalkiil ist dies die erste automatische Methode dieser Art und verwendet
einen Ansatz, der auf Randbedingungen (engl. ,,constraints*) beruht. Die ,,Randbedingungen*
haben Vektoren als Grundbereich und beschreiben, wie mehrere solche Vektoren geordnet und
ineinander verschrinkt sind.

Ubertragung von Optimierungen

Weiter wird gezeigt, daf} sich Methoden zur Optimierung von CTL-Modellpriifung auf den u-
Kalkiil iibertragen lassen. Besonders wichtig in diesem Zusammenhang sind solche Techniken,
die es erlauben, die Ubergangsrelation nicht explizit ausrechnen zu miissen. Dadurch kénnen
weitaus grofere Systeme der Verifikation durch die Modellpriifung zugiinglich gemacht werden.

Damit wurde gezeigt, daf} ein u-Kalkiil-Modellpriifer fiir Eigenschaften, die sich auch in
CTL (FairCTL) beschreiben lassen, genauso effizient sein kann, wie spezielle CTL (FairCTL)
Modellpriifer. Zweitens erhélt man so Optimierungen der Modellpriifung fiir andere Spezifika-
tionssprachen.

1.3.2 Semantik

Um diese Optimierungen formal begriinden zu konnen, wurde ein spezieller u-Kalkiil definiert,
der eine Version des u-Kalkiils von Park darstellt. Dafiir wird eine Standardsemantik definiert,
die schrittweise in eine Semantik tiberfithrt wird, die BDDs als Datenstrukur beniitzt. Dies ist
die erste formale Herleitung der Modellpriifung im p-Kalkiil mit BDDs.

1.3.3 BDDs
BDDs als Termalgebra

Die BDDs selbst werden dabei als freie Termalgebra modulo eines Termersetzungssystem in-
terpretiert. Dies liefert einen algebraischen Zugang zu BDDs und schligt eine Briicke zu Me-
thoden der Implementierung von kanonischen Termersetzungssystemen.

Abstrakte Maschine zur Implementierung von BDDs

Dieses Kapitel stellt die wichtigsten Techniken fiir die Modellpriifung im Zusammenhang mit
BDDs vor. In der Literatur ist keine einheitliche Darstellung von BDDs zu finden. Deshalb
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wurde eine abstrakte Maschine fiir die Abarbeitung von Algorithmen auf BDDs entwickelt und
alle wesentlichen BDD-Algorithmen formuliert. Auf dieser Ebene konnten die meisten Algo-
rithmen leicht zugiinglich beschrieben und formal verifiziert werden. Darunter findet sich auch
ein groer Anteil von Algorithmen, der bislang nur in Implementierungen als Programmtext
dokumentiert war.

Das Kapitel schlie3t mit dem vom Autor entwickelten citeg-Algorithmus, der die meisten
Spezialalgorithmen fiir die Modellpriifung verallgemeinert.

1.3.4 Der Modellpriifer ucke
Evaluation

Diese Ergebnisse stehen im unmittelbaren Zusammenhang mit dem vom Autor entworfenen und
implementierten Modellpriifer ucke, der zur Evaluation der theoretischen Ergebnisse benutzt
wird. Ein detaillierter Vergleich der Leistungsfiahigkeit der ucke mit der anderer Modellpriifer
wird durchgefiihrt. Dieser zeigt, dal die ucke bei einer weitaus michtigeren und flexibleren
Eingabesprache mindestens genauso effizient ist wie Spezialmodellpriifer (SMV). Gegeniiber
anderen Modellpriifern fiir den u-Kalkiil erweist sie sich als weitaus leistungsfahiger und bietet
zusitzlich den Vorteil einer automatischen Variablenallokation.

Architektur

Des weiteren zeichnet sich die Architektur der ucke gegeniiber anderen Modellpriifern durch
Wiederverwendbarkeit und leichte Erweiterbarkeit aus.

Leitfaden

Im zweiten Kapitel wird der vom Autor entwickelte u-Kalkiil eingefiihrt. Das dritte Kapi-
tel ist der Behandlung von BDDs gewidmet. Das anschlieBende Kapitel beschiftigt sich mit
Allokationen. Im letzten Kapitel des Haupteils der Arbeit wird ndher auf den Modellpriifer
ucke eingegangen. Einige weitere Grundlagen, Definitionen und Schreibweisen sind im An-
hang zusammengefal3t. Dort findet man auch noch erginzende Fakten zum u-Kalkiil und einen
Abschnitt mit Quelltexten. Dieser wird gefolgt vom Verzeichnis fiir die Abbildungen und Algo-
rithmen. Danach folgt das Literaturverzeichnis und schlieBlich ein Index, in dem alle wichtigen
Stichworte und Symbole aufgefiihrt sind.



Kapitel 2
u-Kalkiil

Der u-Kalkiil ist eine Logik, in der Pradikate rekursiv definiert werden konnen. Fiir die Verifi-
kation, dem Hauptanwendungsgebiet der Modellpriifung, werden die zu verifizierenden Eigen-
schaften und Systeme als Formeln des p-Kalkiils beschrieben. Die Verifikation an sich bedeutet
nun die Berechnung der Semantik einer y-Kalkiilformel. Im Gegensatz zur reinen Aussagenlo-
gik miissen hier zusétzlich die rekursiv definierten Pridikate berechnet werden.

2.1 Ubersicht

Dieses Kapitel dient der Darstellung der Syntax und Semantik des in dieser Arbeit verwendeten
u-Kalkiils IBSX. Neben einer Standardsemantik, die auch in der Literatur Verwendung findet,
wird eine zweite Semantik (Semantik II) vorgestellt, die eine u-Kalkiilformel nicht nur zu wahr
oder falsch (B) evaluiert, sondern einen booleschen Ausdruck aus BY dafiir berechnet.

In Abb. 2.2 ist der Zusammenhang zwischen den hier betrachteten Logiken und Semantiken
erldutert. Ziel dieses Kapitels ist es, einen formalen Rahmen fiir die mittleren Bestandteile
dieser Abbildung aufzustellen, was dann in Abschnitt 3.7 vertieft wird. Damit erhilt man eine
formale Herleitung der symbolischen Modellpriifung des u-Kalkiils.

2.2 Vergleich mit PROLOG

2.2.1 Formulierung eines Beispiels in PROLOG

Der p-Kalkiil ist eine Logik, in der Pridikate rekursiv definiert werden konnen. Dies geschieht
in dhnlicher Weise, wie das z. B. bei PROLOG-Programmen der Fall ist. Gegeben seien folgende
Fakten eines PROLOG-Programms:

vater (ferdinand, cosimo) .
vater (cosimo, leopold) .
vater (cosimo,margarete) .

die einen Auschnitt aus der Stammtafel der Medici darstellen (vgl. Abb. 2.1). Das zweistellige
Priadikat vorfahre, das die Beziehung zwischen Vorfahren und Nachfahren ausdriickt, 146t
sich rekusiv durch die folgenden zwei Klauseln definieren

vorfahre(V,N) :- vater(V,N).
vorfahre(Vv,N) :- wvater(V,X), vorfahre(X,N).
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Ferdinand I. (1574)

’7 Cosimo II. (11620) —‘

Margarete Leopold (§1675)

Abbildung 2.1: Ausschnitt aus der Stammtafel der Medici.

Die erste Klausel driickt den Basisfall aus: jede Vater-Sohn Beziehung ist eine Vorfahre-Nach-
fahre Beziehung. Die zweite Klausel beschreibt den rekursiven Fall: Ist schon bekannt, daf} X
ein Vorfahre von N ist, und es ist vV der Vater von X, dann muf} auch v ein Vorfahre von N sein.
Die Semantik von PROLOG besagt, dal die Anfrage

?- vorfahre(ferdinand, margarete).

wahr ist, da nach einmaliger Anwendung der zweiten Klausel (Resolution mit der zweiten Klau-
sel) unter Substitution von X durch cosimo die erste Klausel zu einem Abbruch der Rekursion
fiihrt.

2.2.2 Semantik der PROLOG-Version

Die Menge der Paare von Familienmitgliedern der Medici, fiir die das Pradikat vorfahre wahr
ist, kann aber auch auf andere Weise berechnet werden, ndmlich riickwirts- statt vorwirtsge-
richtet (,,bottom-up* statt ,,top-down*). So ist auch die Standardversion der formalen Semantik
von PROLOG in /Schmitt, 1992b/ oder /Lloyd, 1987/ definiert. Hierzu sei

M := {cosimo, leopold, ferdinand}

die Menge der betrachteten Medici (das Herbrand-Universum). Obige Klauseln definieren dann
fiir vorfahre einen Pridikattransformer ¥, mit

Y:P(MxM)—PMxM)

der eine ,,Belegung® (C M x M) fiir vorfahre in eine neue Belegung iiberfiihrt, indem je-
de Klausel von vorfahre genau einmal angewendet und dabei fiir vorfahre die gegebene
Belegung eingesetzt wird. Will man z. B. ¥ auf

N := {(cosimo,leopold)}
anwenden, so sammelt die Anwendung der ersten Klausel die Fakten auf
Ny = {(cosimo, leopold),(cosimo,margarete), (ferdinand,cosimo)}

Die zweite Klausel 148t sich nur fiir v = ferdinand, N— leopold und X — cosimo anwenden,
da erfiillende Belegungen fiir vorfahre aus N stammen sollen, und man erhilt

N, := {(ferdinand, leopold)}
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Insgesamt gilt fiir die neue Belegung N’
N' =¥(N)=N,UN,

Mit dieser informellen Definition von W 148t sich die Interpretation /(vorfahre) des Pridikates
vorfahre beziiglich dem obigen Programm definieren als

I(vorfahre)::LJ‘P%@)
i=0

In ¥/(0) liegen die Paare von Vorfahren und Nachfahren der Medici, die in der entsprechenden
Linie der Stammtafel hochstens i Vater-Sohn (bzw. Vater-Tocher) Beziehungen entfernt sind.
Die Vereinigung all dieser Mengen fiir i € N (bei einem endlichem Universum, wie in diesem
Beispiel, reicht eine endliche Teilmenge von N aus) ergibt dann genau die Menge von Paaren
von Vor- und Nachfahren. Dabei besitzt W die Eigenschaft, eine monotone Abbildung auf dem
Teilmengenverband P(M x M) zu sein

N.CN, = W(N)CWN,), fiir Ng,N, CM x M,

so daf sich mit den Fixpunktsitzen von Tarski (siche Abschnitt A.4) I(vorfahre) als kleinster
Fixpunkt von ¥ erweist. Der grofite Fixpunkt von W ist ganz M x M und ist somit sicherlich
nicht die Semantik von vorfahre, da ja sonst alle Medici Vor- und Nachfahre voneinander
waren.

2.2.3 Formulierung im y-Kalkiil

Dieses Beispiel macht deutlich, wie rekursive Definitionen und Fixpunkte mit in PROLOG be-
schriebenen Priadikaten zusammenhéngen. Fiir den y-Kalkiil ist die Semantik auf dhnliche Wei-
se definiert. Um die Parallele zu ziehen, wird obiges PROLOG-Programm in den u-Kalkiil
iibersetzt, wobei direkt die Eingabesprache des Modellpriifers ucke verwendet wird, da in der
abstrakten Version des u-Kalkiils, wie sie in Abschnitt 2.6 vorgestellt wird, als Konstanten nur
Vektoren iiber {0, 1} erlaubt sind. Sonst miifte man noch zusitzlich eine Kodierung angeben.
Zunichst wird die Menge der Medici als Aufzdhlungstyp (s. Abschnitt B.3.1) definiert

enum Medici { leopold, cosimo, margarete, ferdinand };
Das Vater-Priadikat ,,vater® wird als einfache boolesche Funktion definiert

bool vater (Medici V, Medici N)
V = ferdinand & N = cosimo |
V = cosimo & N
v cosimo & N

leopold |
margarete ;

Diese Definition von ,,vater “ besteht aus der Angabe des Wertebereichs ,,boo1*, den formalen
Parametern ,,v*“ und ,,N ““ samt ihrem Typ ,Medici®, gefolgt vom Rumpf, in dem jede Zeile
genau einer Klausel von vater des PROLOG-Programms entspricht. Dabei steht ,,|“ fiir das
boolesche ,,Oder” und ,,&* fur das boolesche ,,Und*“. Man beachte, da3 die einzelnen Zeilen
durch ein logisches ,,Oder* verbunden sind, was genau der PROLOG-Semantik entspricht, die in
diesem Fall besagt, daf} verschiedene Klauseln zu ein und demselben Pridikat als Alternativen
zu verstehen sind.

Die Definition des Vorfaren-Priadikates ,,vorfahre® wird als kleinster Fixpunkt definiert

,mu* fiir das griechische u)
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mu bool vorfahre (Medici V, Medici N)
vater (V,N) |
(exists Medici X. vater(V,X) & vorfahre(X,N));

Die erste Zeile des Rumpfes ist die Ubersetzung der ersten Klausel fiir vorfahre. Die zweite
Zeile entspricht auch der zweiten Klausel. Hier muf} eine neue Variable ,,x “ eingefiihrt wer-
den. Im PROLOG-Programm ist diese Variable auf die gesamte Klausel gesehen allquantifiziert.
Wenn man jedoch den Allquantor in die Primisse hineinzieht (eine PROLOG-Klausel wird als
Implikation von rechts nach links gelesen), so wird dieser zum Existenzquantor (,,exists®).
Ein Quantor in der ucke-Eingabesprache hat auch eine Liste von formalen Parametern (,,x ),
deren Typen mit angegeben werden miissen (,,Medici®). Die formalen Parameter werden vom
Rumpf des Quantors durch einen Punkt ,,. ““ getrennt. Die Semantik dieses u-Kalkiil Ausdruckes
ist natiirlich dieselbe, wie die des PROLOG-Programms und kann wie oben besprochen als Fix-
punkt berechnet werden.
Zum SchluB dieses Beispieles soll noch die Ubersetzung der PROLOG-Anfrage

?- vorfahre(V,N).
betrachtet werden. Hier sind die Variablen existentiell quantifiziert, so daf3
exists Medici V, Medici N. vorfahre(V,N);

die Ubersetzung ist (In PROLOG wird bei einer erfolgreichen Anfrage eine Antwortsubstitution
zuriickgeliefert. Bei der ucke muf3 man dies extra noch angeben durch Voranstellen des Schliis-
selwortes ,,#witness®).

Neben den kleinsten Fixpunkten kann man auch grofite (,,nu‘ fiir das griechische v) defi-
nieren. Weiterhin konnen Fixpunkte geschachtelt werden, was mehrfach rekursiv definierten
Préadikaten entspricht (ein Priadikat X wird definiert iiber ein Pradikat Y, das wiederum von X
abhiéngt). Beispiele fiir solche u-Kalkiil-Ausdriicke werden im Anwendungskapitel 5 gegeben.
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Abbildung 2.2: Zusammenhang zwischen den betrachteten Logiken.

2.3 Motivation

Bis einschlieBlich Abschnitt 3.7 wird im wesentlichen die Kommutativitit des Diagrammes
aus Abb. 2.2 gezeigt, wobei in diesem Abschnitt nur die ,,dulleren* Teile der Abbildung 2.2
betrachtet werden. Das sind einmal die Logiken

e die einfache Boolesche Algebra B = {0, 1},
e boolesche Ausdriicke BV iiber einer Variablenmenge W und

o schlieBlich der y-Kalkiil IB%X iber einer Variablenmenge V.

Die Variablen W der booleschen Ausdriicke BV sind, wie nicht anders zu erwarten, normale
aussagenlogische Variable, die Werte aus B denotieren. Beim u-Kalkiil IBSX stehen die Variablen
aus V fiir boolesche Vektoren.

In Abb. 2.2 ist weiterhin dargestellt, iiber welche Funktionen die einzelnen Logiken zusam-
menhingen. Dabei sind die Bezeichner fiir die Funktionen mit derselben Logik als Bildbereich
iberladen. Je nach Herkunft des Argumentes bei der Anwendung einer solchen Funktion l4f3t
sich dann bestimmen, welche Funktion genau gemeint ist.

Die weitere Vorgehensweise ist die folgende. Zunidchst wird die boolesche Algebra B samt
zugehoriger Operationen definiert. Dann folgt die Syntax von booleschen Ausdriicken BY und
deren Semantik, die durch eine Abbildung

[lpw: BY — B

unter einer Variablenbelegung py : W — B gegeben ist. Danach wird die Syntax von IB%X ein-
gefiihrt. Die Standardsemantik dieser Logik ist wiederum eine Abbildung

[]p: B} —B

unter einer Belegung p.
Der Hauptgegenstand dieser Arbeit ist die Modellpriifung, welche sich in dem vorgestellten
formalen Rahmen als die Berechnung der Semantik von Formeln aus dem u-Kalkiil IB%X definiert.

Modellpriifung = Berechnung der Semantik von Formeln des p-Kalkiils
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Da, wie sich zeigen wird, die Berechnung der Standardsemantik auf direktem Wege (Abb. 2.2)
fiir praktisch relevante Formeln zu teuer ist, muf3 ein Umweg iiber BDD gegangen werden
via |- : IB%X — BDD. Um diese Abbildung formal zu konstruieren, wird in diesem Abschnitt
gezeigt, wie sich die Standardsemantik iiber BY berechnen 148t. Durch die in Kapitel 3 gezeigte
Korrespondenz zwischen BDD und BY erhilt man dann formal diese Abbildung.

Eine formale Herleitung ist aus mehreren Griinden wiinschenswert. Als erstes liefert sie
eine theoretische Rechtfertigung fiir die Verwendung von BDDs. Der wichtigste Grund aber
ist, daB sich die in spiteren Kapiteln betrachteten Optimierungsprobleme bei der Modellpriifung
ohne eine formale Grundlage nur unzureichend behandeln lassen. Weiter erhilt man so einen
Modellpriifungsalgorithmus und zu guter Letzt bildet diese Vorgehensweise einen formalen
Rahmen, in dem Erweiterungen von BY, wie unendliche Dominen, untersucht werden konnen.

2.4 Die boolesche Algebra B

In diesem Abschnit wird die einfache boolesche Algebra
B:=({0,1},7,A)

eingefiihrt. Diese besteht aus den Konstanten O und 1, die den Wahrheitswerten ,,falsch* und
,wahr* entsprechen (engl. ,,false* und ,,true*). Es gibt formal zwei Operationen ,—*, welche der
logischen Negation entspricht, und , A*, welche das logische ,,Und* darstellt, mit den folgenden
Wertetabellen

A0 1 -
0/{0 O 0|1
110 1 110

Des weiteren werden spiter (auch fiir die anderen Logiken) weitere boolesche Operationen be-
trachtet, die alle auf diese beiden zuriickgefiihrt werden kénnen. Darunter fallen das logische
,»Oder*, dargestellt als ,V*, die Implikation ,— ¢, die logische Aquivalenz ,<‘und die dreistel-
lige Operation ,ite‘. Ihre Definitionen lauten

avVb = =(-a A -b)

a—b = —-aVb

a<b = (a—b)AN(b—a)
ite(a,b,c) = abVac,

wobei a, b, c € B beliebige Terme aus der booleschen Algebra B (also nur metasprachliche Platz-
halter bzw. Variablen) sind. Als Abkiirzung wird in der Definition von ,,ite* die Juxtaposition
fiir ,, A, und ,,Uberstreichen* fiir ,,—* verwendet. Dies ergibt kompaktere und leichter zu inter-
pretierende Formeln.

Zur weiteren Schreibweise sei erwéhnt, dall hier wie im Rest der Arbeit die iiblichen Ope-
ratorpriazedenzen verwendet werden. Das heif3t ,—* bindet am starksten. Dann folgen in dieser
Reihenfolge ,A‘ und ,V*. Die Operationen ,—* und ,<* binden schwécher als ,—‘, werden
ansonsten aber immer geklammert verwendet.
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2.5 Boolesche Ausdriicke BY

Boolesche Ausdriicke BY bilden eine Erweiterung von B. Zusitzlich zu den Konstanten 0 und
1 sind jetzt noch Variablen als ,,atomare Terme erlaubt.

2.5.1 Syntax und Semantik

Die Menge W = {x,7,z7, ...} besteht aus den (abzihlbar vielen) Variablen in B" . Sie ist beliebig
aber fest gewihlt. Die boolesche Algebra BV ergibt sich dann zu
BY :=(0,1,x,y,2,...,m,A)
N —
w

Um die Semantik zu definieren, braucht man den Begriff der Variablenbelegung. Dieser erklirt,
wofiir die Variablen stehen: Jede Variable x € W steht fiir O oder 1 also ein Element aus B.

Definition 2.1 (Variablenbelegung bez. BY) Eine Abbildung
pw: W —DB

nenne man eine Variablenbelegung py fiir die Variablen W aus BY .

Damit 148t sich nach iiblichem Schema die Semantik rekursiv definieren als

Definition 2.2 (Semantik von B" )
Die Semantik [-]|pw fiir eine Variablenbelegung py ist eine Abbildung

[Ipw:B" =B
und wird rekursiv iiber die Termstruktur definiert als
HSW o [dew = ~ldpw, reB”
W=
[xlpw = pw(x), xeW [sAdpw = [slow Alrdpw, s,t€BY

Durch diese Definition (2.2) wird die Semantik ein Homomorphismus bez. den Operationen ,—*
und , A°, und die semantische Aquivalenz wird als ,,Kern* dieses Homomorphismus definiert
(s. Def. 2.3). Man beachte hierbei, dal die Symbole ,,A* und ,,—* in zweierlei Bedeutung
verwendet werden. Dies wird im folgenden noch ofters der Fall sein. Aus dem Zusammenhang
sollte aber immer klar werden, zu welcher Algebra das entsprechende Symbol gehort.

Definition 2.3 (Semantische Aquivalenz) Fiir s,t € BY sei
s=t & ([slpw = [tlpw, fiir alle Variablenbelegungen py )

falls s =t, so heifle s (semantisch) dquivalent zu t. Alle zu 1 dquivalenten booleschen Ausdriicke
s heifien Tautologien. Falls s nicht dquivalent zu O ist, so nenne man s erfillbar. Fiir ein solches
s gibt es eine Variablenbelegung py mit [s|pw. Diese bezeichne man dann als eine erfiillende
Belegung fiir s.
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In dieser Definition wurde fiir die (metasprachliche) Aussage ,,[s]pw = 1* kurz ,,[s]p* geschrie-
ben. Und so steht ,,es gilt nicht [s]p* fiir ,,es gilt [s]pw = 0. In den folgenden Beweisen wird
dann ebenso

[s] & - statt [s]=1 <& ---

verwendet. Fiir den Beweis der Normalformeigenschaft (s. Satz 3.16) von BDDs wird der Be-
griff der Menge der Variablen benétigt, von denen ein boolescher Ausdruck semantisch abhingt.
Auf booleschen Ausdriicken werden Substitutionen definiert, die Variablen durch boolesche
Ausdriicke ersetzen. Hier werden die Substitutionen als partielle Funktionen definiert. Schreib-
weisen und Definitionen zu partiellen Funktionen sind im Anhang Abschnitt A.3 aufgefiihrt.

Definition 2.4 (Substitutionen in B")
Eine Substitution f (von Variablen) ist eine partielle Funktion

f:w—BY
Die totale homomorphe Fortsetzung h von f sei definiert als
h(0) :=0 h(1):=1 Bir) { fx) f(x)
h(—s) := —h(s) h(sAt) :=h(s) ANh(t)

Diese bezeichne man als Abkiirzung auch mit f.

So gelte z. B. nach den Konventionen aus Abschnitt A.3
(xVy{x—=yy—= 0} = -yvoO

Die Klammern sind notwendig, da {- - - } noch stirker als — bindet. Auch wird aus Abschnitt A.3
die Schreibweise fiir die Verkniipfungen von Belegungen (oder Substitutionen) verwendet. Die-
ses Beispiel zeigt auch, daB Substitutionen auf Terme aus BY immer parallel auszufiihren sind.

Definition 2.5 (Abhiingige Variablen) Zu s € BV sei
rel: BY — P(W), rel(s) ;={x e W|s{x— 0} £Zs{x—1}}

die Menge der relevanten Variablen in s.

Die Variablen eines booleschen Ausdrucks, von denen er syntaktisch abhingt, werden definiert
als die Menge der Variablen, die in ihm vorkommen. Spiter werden Quantoren eingefiihrt, die
Variablen binden. In diesem Sinne sind die Variablen, von denen ein Term syntaktisch abhingt,
frei in diesem Term, weshalb fiir den Namen des Operators ,,free” gewzhlt wurde.

Definition 2.6 (Variablen eines booleschen Ausdruck)
free: BY — P(W)
wird rekursiv definiert durch
free(0) :=free(1) :=0, free(—s) := free(s),
free(sAt) :=free(s) Ufree(r), free(x):={x}, xeW
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Als weitere Abkiirzung werden Quantoren eingefiihrt. Die gebundenen Variablen stammen
dabei aus W, so daB fiir sie wie iiblich nur {0, 1 }-wertige Interpretationen erlaubt sind.

Definition 2.7 (Quantoren in BY) Fiirx € W, s € BY definiere
dx.s == s{x— 0} Vs{x— 1} Vx.s := s{x—= 0} As{x+— 1} (2.1)
und fiir E = {x1,... ,x,} CW mirn € N\{0}

dE.s = dxi,...,xp.s = dx;.dxp....dx,.s 2.2)
VE.s = V¥xi,...,xp.5 = Vx.Vxo....3x,.s (2.3)
wobei xy, ... ,x, eine feste Aufzdhlung von E darstellt.

Mit den oben eingefiihrten Schreibweisen (vgl. auch Seite 170) hat man dann

dE.s = \/ s{(X1,...,Xn) > a} (2.4)
acl®?

VE.s = /\ s{(x1,...,X,) > a} (2.5)
aclyt

Fiir diese Arbeit macht es wenig Sinn, eine erweiterte Algebra von ,,quantifizierten‘ booleschen
Ausdriicken einzufiihren, wie das z. B. in /Garey und Johnson, 1979/ auf Seite 171 untersucht
wird. So folgt schon aus obiger Definition

free(JE.s) = free(VE.s) = free(s)\E,

was der iiblichen Definition von ,,freien* Variablen entspricht. Die Konsequenz aus dieser Vor-
gehensweise ist, dafl bei der Definition der ,.freien‘ Variablen im u-Kalkiil eine zusétzliche De-
finition notwendig ist, da dort die Quantoren syntaktische Konstrukte sind. Dies macht aber bei
weitem nicht den Vorteil wett, den man bei der hier getroffenen Wahl hat, daf} auf die Definition
einer weiteren booleschen Algebra verzichtet werden kann.

Das Ergebnis der Substitution einer Variablen in einem booleschen Ausdruck durch eine
Konstante wird als Kofaktor bezeichnet. Eine wesentliche Eigenschaft von den spiter behan-
delten geordneten BDDs (OBDDs) ist, daf sich ihre Kofaktoren bez. bestimmten Variablen sehr
einfach berechnen lassen.

Definition 2.8 (Kofaktor) Fiir s € BY und x € W heifse
s{x— 1} bw. s{x— 0}

der Kofaktor von s bez. x bzw. X.

2.5.2 Fakten

Die in diesem Unterabschnitt vorgestellten Sitze werden fiir den Beweis der Wohldefiniertheit
der Semantik von BV (siche Satz 2.38) und den Beweis der Normalformeigenschaft von BDDs
(siehe Satz 3.16) benotigt.

Der erste Satz ist eine Formulierung der Tatsache, da3 die semantische Aquivalenz bez. den
booleschen Operationen eine Kongruenz ist.
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Satz 2.9 (Vertriglichkeit von ,,=*) Fiir s,s',t,t' € BY gilt
8

S=s = s =y (2.6)
S=S8,t=t = sAnt=s At 2.7

Beweis: Sei py eine Variablenbelegung und es gelte s = s’ und r = /. Man erhilt

[=slpw = —[slpw = = [s'Tpw = [~s'Tpw

und
[s Atlpw = [slpw A lelpw = [s'low A [ lpw = [ At'lpw
Q
Man darf also modulo ,,=* jeden Unterterm durch einen dquivalenten ersetzen. Dies gilt na-

tiirlich auch fiir die oben definierten Abkiirzungen wie Quantoren. Dieses Ersetzen wird nicht
formalisiert, da man sonst auch ,,Ersetzungsstellen* formalisieren mii3te, was fiir diese Arbeit
bestimmt nicht notwendig ist.

Satz 2.10 Fiir s € BY gilt
[slpw = [slplw
fiir Variablenbelegungen pyy, py,, mit pw(x) = pyy (x) fiir alle x € free(s).

A

Beweis: Zunichst sei s = x mit x € W. Nach Voraussetzung folgt unmittelbar
! /

[xlpw = pw(x) = pw (x) = [s]pw

Der Rest folgt durch Induktion entlang der Termstruktur. U

In Abschnitt A.3 findet man die Definition fiir die Juxtaposition py 7y zweier Belegungen py
und 7 (als partielle Funktionen) wie sie im nichsten Lemma auftritt.

Lemma 2.11 Fiir eine Variablenbelegung pw, t € BV undy: W — B gilt

[Ylpw = [t]pwY

wobei v ,,innen* als Substitution und ,,auflen* als Belegung betrachtet wird.

Beweis: Der Beweis wird durch eine Induktion iiber den Termaufbau von ¢ gefiihrt. Im Ba-
sisfall sei ¢ zunéchst eine Konstante. Da eine Konstante durch eine Substitution immer auf sich
selbst abgebildet wird, und auch die Semantik diese zur entsprechenden Konstante in B auswer-
tet, steht auf beiden Seiten das gleiche. Nun sei r = x mit x € W gegeben. Die linke Seite lautet
dann

o = toow =it = { LV (T =
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Dabei sei & wie in Def. 2.4 die totale Fortsetzung von 7y auf ganz BY und somit auch auf W. Mit
den Schreibweisen fiir die Juxtaposition von partiellen Substitutionen aus Abschnitt A.3 erhilt
man weiter

= (PwY)(x) = [pwy
Der eigentliche induktive Schritt ist Standard. U

Der nichste Satz zeigt eine Moglichkeit auf, wie sich ein boolescher Ausdruck fiir eine Variable
x auf kanonische Weise in zwei Teilterme zerlegen 14Bt, in denen die Variable x nicht mehr
vorkommt, und deren Kombination mittels einer Fallunterscheidung nach x, dquivalent zum
urspriinglichen Term ist. Die Teilterme sind dabei die Kofaktoren aus Def. 2.8. Fiir die spiter
eingefiihrten (geordneten) BDDs wird sich dies von herausragender Bedeutung erweisen.

A

Satz 2.12 (Shannonsches Expansionstheorem)
s = Xs{fx—=0}Vaxs{x—1} (2.8)

fiir alle s € BY, xeW.

Beweis: Sei py eine Variablenbelegung. Im Falle py (x) = 0 ergibt Lemma 2.11

[slpw = [sTpw{x+—= 0} = [s{x— O}]pw

Damit erhélt man
=1 =0
[s{x—0} Vxs{x— 1}]pw = —pw(x) [s{x— O0}]pw V pw(x) [s{x— 1}]pw

= [s{x—=O0tpw = [slpw

Der Fall py (x) = 1 folgt analog. Q

Ein weiteres einfaches Lemma, das sich wiederum mit der Semantik von ,,ite* auseinandersetzt
ist

Lemma 2.13 (Negation von ite) Fiir a,b,c € BV ist —ite(a,b,c) = ite(a, —b,—c)

Beweis: —ite(a,b,c)=ab V ac=(aVvb)(aVe)=ab Vv ac=ite(a,~b,~c) Q1

Der nichste Satz stellt einen Zusammenhang her zwischen der semantischen Aquivalenz von
booleschen Ausdriicken und der Menge von Variablen, von denen sie semantisch abh'aingen.]

Satz 2.14 Fiir alle s,t € BY gilt s=t = rel(s) =rel(r)

'Dies ergibt mit Lemma 3.17.b ein notwendiges Kriterium fiir die Normalformeigenschaft von BDDs.
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Abbildung 2.3: Einfaches Beispiel fiir binér kodierte Kripkestrukturen.

Beweis: Seien 5,7 € BY mit s =7 und x € rel(s), dann gibt es py mit
) g Y

[s{x— O}]pw # [s{x— 1}]pw,
so daf3

[1{x = O0}]pw = [rlpw{x— O} = [slpw{x— O} = [s{x— O}]pw
# [ste= DBpw = [slpwi{x = 1} = [rlpw {x = 1} = [t{x— 1}]pw

und somit t{x — 0} # t{x+— 1}, was x € rel(¢) bedeutet (genauso umgekehrt). U

2.6 Der y-Kalkiil B

Der p-Kalkiil ist eine Logik, in der verschiedene Verifikationsaufgaben beschrieben und durch
Berechnung der Semantik eines p-Kalkiil-Termes auch durchgefiihrt werden konnen.

2.6.1 Verifikationsbeispiel

Als Beispiel wird hier die ,,Verifikation* eines einfaches Zustandiibergangssystem betrachtet.
Genauer wird eine Sicherheitseigenschaft nachgewiesen. Das System selbst (als Kripkestruktur
vgl. /Emerson, 1990/) ist in Abb. 2.3 gezeigt. Es besteht aus dem Startzustand (0,0) und zwei
weiteren Zustidnden (0, 1) und (1,0). Im folgenden sind die betrachteten Zustandsiibergangs-
systeme immer binir kodiert zu verstehen, wobei das Problem der Bindrkodierung nicht weiter
erortert werden soll (siehe hierzu z. B. /Theobald und Meinel, 1996/).

Ein wichtiges Konzept ist das der ,,erreichbaren Zustinde* (s. Kapitel 5). Hier sind das die
drei oben erwihnten Zustiande. In der Bindrkodierung gibt es aber noch den Zustand (1, 1), der
gerade nicht erreichbar ist. Dieser konnte bei entsprechender Interpretation gerade ein Fehlver-
halten des Systems beschreiben. In diesem Sinne ist die Bestimmung der erreichbaren Zusténde
und der Test, ob in dieser Menge ein Zustand liegt, der zu einem Fehlverhalten des Systems
fiihrt, Aufgabe der Verifikation.

So kann man obige Kripkestruktur interpretieren als eine abstrakte Version eines Systems,
das aus zwei Prozessen (einem linken und einem rechten) mit gemeinsamen kritischen Ab-
schnitt besteht.2 Wenn sich ein Prozef im kritischen Abschnitt befindet, so ist die entsprechende

%Es soll in diesem Abschnitt nicht darauf eingegangen werden, wie man die Kripkestruktur aus einer konkreten
Beschreibung der Prozesse gewinnt.
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Abbildung 2.4: Erreichbarkeitsanalyse durch Breitensuche (R} = {s}).

Variable in der Kripkestrukur auf 1 gesetzt, sonst auf 0. Die zu verifizierende Sicherheitseigen-
schaft des Systems lautet

,Die zwei Prozesse befinden sich nie gleichzeitig im kritischen Abschnitt‘

Dies ist in der abstrakten Kripkestruktur dquivalent zu
»Der Zustand (1,1) ist nicht erreichbar.* (2.9)

Fiir dieses einfache System ist der Nachweis dieser Aussage trivial, da das Gesamtsystem leicht
zu iiberblicken ist. Im allg. ist das System aber nur an Hand der einzelnen Ubergiinge gegeben
und man mul} beginnend mit dem Startzustand sukzessive alle erreichbaren Zustdnde, von denen
es sehr viele (10?2 oder mehr) geben kann, auf die Verletzung einer Sicherheitseigenschaft
iberpriifen.

Fiir die naive Durchfiihrung der Erreichbarkeitsanalyse hat man klassischerweise zwei Mog-
lichkeiten, ndmlich Tiefensuche oder Breitensuche. Fiir nur einen Startzustand s, wie in diesem
Beispiel, kann man die Breitensuche wie in Abb. 2.4 graphisch veranschaulichen. In dem be-
trachteten Beispiel gilt

Ro={}

Ry ={s} ={(0,0)}
Ry, = {(070)7(07 1)7(170)}
R3 = {(070)7(07 1)7(170)}

Das bedeutet, daf} die Breitensuche nach zwei Iterationen alle erreichbaren Zustidnde gefunden
hat. Die Tiefensuche 14t sich am besten durch Angabe des Suchbaumes veranschaulichen, wie
er in Abb. 2.5 fiir das betrachtete Beispiel aufgezeigt ist. Dieser stellt einen spannenden Baum
fiir die Ubergangsrelation aus Abb. 2.3 dar.
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Abbildung 2.5: Erreichbarkeitsanalyse durch Tiefensuche.

Die in dieser Arbeit betrachtete globale Modellpriifung entspricht der Breitensuche (siehe
/Clarke et al., 1986/ und /McMillan, 1993a/). Dagegen ist die lokale Modellpriifung im wesent-
lichen eine Tiefensuche (siehe /Cleaveland, 1990/ und /Bhat und Cleaveland, 1996/). Fiir einen
Vergleich beider Methoden siehe /Kick, 1996/.

Anstatt die (Breiten-)Suche explizit durchzufiihren, wird die Ubergangsrelation und die Si-
cherheitseigenschaft in IB%X formuliert. So reduziert sich die Verifikation zu einer Auswertung
einer Formel des u-Kalkiils. Die Vorgehensweise bei der Auswertung der Formel, zuriickpro-
jiziert auf den Anwendungsbereich, stellt sich aber wiederum als Breitensuche heraus. Hierzu
werden vier Pridikate {iber Zustinden benotigt.

e S(s) ist wahr gdw. s ein Startzustand ist (s = (0,0))

e T(s,t) ist wahr gdw. r ein Nachfolger von s ist

e E(s) ist wahr gdw. s die Sicherheitseigenschaft verletzt (s = (1,1))
e R(s) ist wahr gdw. s erreichbar ist

Die ersten drei Pradikate sind direkt in IB%X zu definieren als

S(s) . ~s[0] A —s[1]
T(s,t).-s[0] A =t[0] V =s[1] A —t[1]
E(s) . s[0] A s[1]

Der Punkt ,,.*“ wird dabei als ,,ist definiert als* gelesen. Die Definition fiir 7 kann man so
interpretieren, da3 ein Prozef sich beliebig verhalten kann, wenn der andere Prozef sich nicht
im kritischen Abschnitt befindet und diesen auch nicht im néchsten Zustand betritt. Statt dieser
etwas verwirrenden Version konnte man natiirlich auch alle Uberginge einzeln auflisten. Es
soll hier nur beispielhaft gezeigt werden, dal die Beschreibung auch eines solch einfachen
Ubergangssystem schon uniibersichtlich werden kann.? Was die erreichbaren Zustinde angeht,
mul} man auf eine rekursive Definition zuriickgreifen:

3Hier miiBte ei gentlich diskutiert werden, wie man Systeme so konstruieren kann, daf3 solche uniibersichtlichten
Beschreibungen nicht entstehen. Dies wiirde aber den Rahmen der Arbeit sprengen. Dariiber hinaus vertritt der
Autor die Auffassung, daf in vielen ,,verteilten Systemen* diese Komplexitit inhidrent mit der Problemstellung
verbunden ist.
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Die Menge der erreichbaren Zustéinde R ist die kleinste Menge, in der die Startzustén-
de S liegen, und die abgeschlossen ist gegeniiber Nachfolgerbildung.

Man beachte, da3 hier eine Menge mit einem Pridikat identifiziert wird. Eine dquivalente
Formulierung lautet

Die Menge der erreichbaren Zustinde R ist die kleinste Menge, so daB3 fiir jedes s aus
R gilt, daB s in S liegt oder es einen Vorgénger 7 von s gibt (es gilt T(z,s)), der in in R
liegt.

In B} wird das wie folgt formuliert.
uR(s).S(s) V 3¢.7(t,5) AR(?)

Hier steht das ,, u* dafiir, da3 R das (als Menge) kleinste Priadikat sein soll, das die rechte Seite
erfiillt. Nun kann man daran gehen, die eigentlich zu verifizierende Aussage zu formulieren
(vgl. (2.9) auf S. 17):

Vs.R(s) — —E(s) (2.10)

Die Verifikation der Sicherheitseigenschaft bedeutet nun die Auswertung dieses Terms. Das
(abstrakte) System erfiillt diese Eigenschaft genau dann, wenn der Term zu wahr evaluiert. Der
Rest des Abschnitts beschiftigt sich mit der Syntax dieser Terme und zwei Methoden (Seman-
tiken) fiir deren Auswertung.

2.6.2 Vergleich mit anderen y-Kalkiilen

In den folgenden Abschnitten wird der p-Kalkiil ]B%X vorgestellt. Er ist eine Abwandlung des
u-Kalkiils aus /Park, 1976/, der auch in /Burch et al., 1990/ als Grundlage herangezogen wurde.
Die Hauptunterschiede zu diesem u-Kalkiil sind

e keine beliebigen Doménen,

o dafiir aber ein einfaches Typsystem

e keine A-Abstraktionen (und relationale Terme) aber
o dafiir definierende Gleichungen fiir Pradikate.

Im einzelnen bedeutet dies, da3 als Grundbereich nur die Menge von booleschen Vektoren und
nicht beliebige Doménen herangezogen werden. Dies dient nur dem Zwecke der einfachen
Behandlung der Ubersetzung in BDDs und der Probleme bei Allokationen (Variablenordnung)
von BDD-Variablen. Um fiir die Allokationen sinnvolle Aussagen machen zu konnen, werden
Typen eingefiihrt. Dies macht IB%X zu einer ,,sortierten‘ Logik mit einfachen, fest interpretier-
ten Sorten. Um den Formalisierungsaufwand gering zu halten, beschridnkt man sich sogar auf
boolesche Vektoren, die natiirlich erlauben beliebige endliche Doménen zu kodieren. Dennoch
ist die Definition der Syntax (Sorten und Typisierung) wie der Semantik so allgemein gehalten,
daf sie sich mit geringfiigigen Einschrinkungen auch auf den unendlichen Fall iibertragen 1463t.

Der zweite Unterschied ist durch die Beobachtung begriindet, dal die ,,relationalen Terme*,
die in der anderen Version des u-Kalkiils auftreten, nur schwer zu verstehen sind und sich durch
ein einfacheres Namenskonzept ersetzen lassen. Dies bedeutet, daf fiir Pradikate definierende
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Gleichungen eingefiihrt werden, wie es von funktionalen Programmiersprachen bekannt ist (sie-
he z. B. /Jones, 1987/). Fiir nicht so allgemeine Versionen des u-Kalkiils wurde in /Dicky, 1986/
und /Cleaveland und Steffen, 1993/ dhnlich verfahren.

Der p-Kalkiil von Park aus /Park, 1976/ liegt in seiner Ausdrucksstirke zwischen Pridika-
tenlogik erster und zweiter Stufe (siehe eben diese Arbeit). Aus diesem Grund kann es keine
vollstindigen Axiomensysteme, noch Entscheidungsprozeduren geben. Dasselbe gilt fiir IB%X.
Diese Problematik ist fiir den Gegenstand der vorliegenden Arbeit aber unwichtig, da die we-
sentliche Einschrinkung vorgenommen wird, daf} die Modelle, fiir die der Wahrheitswert einer
Formel berechnet werden soll, bekannt und (zumeist) endlich sind. In diesem Fall reicht es
aus, alle endliche Modelle kodieren zu konnen, was durch die Wahl von booleschen Vekto-
ren beliebig groBer Stelligkeit als Doméne gewdhrleistet ist. So werden alle Bestandteile der
betrachteten Modelle (in der einfachen Version sind das genau alle Pradikate) syntaktisch cha-
rakterisierbar. In diesem Sinne wird der u-Kalkiil, der an sich eine Logik darstellt, bis auf die
fehlenden Beweisregeln erst zum Kalkiil.

Weiter sei auf den Abschnitt B.2 verwiesen, in dem Ubersetzungen verschiedener Logiken
und formaler Beschreibungssprachen in den uy-Kalkiil beschrieben sind. Neben den Beispielen
aus Kapitel 5 findet man dort zusitzliche Hinweise wie Modellpriifung an sich und fiir den
u-Kalkiil praktisch eingesetzt werden kann.
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2.6.3 Sorten, Signaturen und Belegungen

In diesem Unterabschnitt wird das Typsystem (die Sorten) von IBSX vorgestellt. Es folgt die
Definition von Signaturen und Belegungen von Variablen.*

Definition 2.15 (Sorten bzw. Typen) Die Menge
§:={B" | n € N\{0}}

heifle die Menge der Sorten oder Typen.

Eine Sorte s =B" € Sist also die Menge aller n-stelligen Vektoren iiber B — oder kurz die Menge
aller booleschen Vektoren der Stelligkeit n — fiir ein n aus N\{0}. Weiter werden Variablen und
Pridikate iiber diesen Sorten betrachtet. Dabei steht eine einfache Variable fiir ein Element
ihres Typs und ein Pridikat fiir eine Teilmenge des Kreuzproduktes der Typen der Argumente,
auf die es angewendet wird. Aus diesem Grund wird der Typ eines Pridikates genau als dieses
Kreuzprodukt definiert. Dies fiihrt zu etwas technischem Aufwand bei der Definition der Menge
aller moglichen Belegungen fiir Pridikate (vgl. Bsp. nach folgender Def.).

Definition 2.16 (Signatur s fiir IB%L/) Eine Signatur besteht aus

V., der Menge der (endlich vielen) Individuenvariablen,
P, der Menge der (endlich vielen) Prddikatsvariablen,

einer Typisierung Ty der Individuenvariablen
Ty:V—=S
und einer Typisierung Tp der Prddikatsvariablen

Tp: P— ST, wobei ST :=USiundSi:={s1 X x| s €8 fiirl <k<i}

i=1

Dabei definiere |u| := n fiir einu € V, falls ty(u) = B", und ebenso |X| := n fiir ein X € P, falls
tp(X) € S", und bezeichne n auch als die Linge von u bzw. X. Weiter sei

’Cv(g) = ’Cv(u]) XX ’Cv(un)

fiiru=(uy,...,u,) € V", n € N\{0}.

Als Beispiel sei X € Pund u € V mit den Typisierungen
w(u) =B und 1y(X)=B>xB

Es werden also keine impliziten Typkonversionen (wie z. B. Ty (X) = B?) durchgefiihrt, was den
MiBbrauch der Schreibweise S' rechtfertigt. Wie bei BY wird auch hier die Endlichkeit von V

“In Einfiihrungsbiichern zur Pridikatenlogik werden Belegungen erst zusammen mit der Semantik eingefiihrt.
Hier wird deren Definition vorgezogen, da keine abstrakten Sorten verwendet werden, und so deutlich gemacht
werden soll, da3 der klassische Begriff der Interpretation nicht benétigt wird.
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verlangt und aus Griinden, die in der Anmerkung zur Definition 2.28 auf Seite 29 klar werden,
fordert man dies auch fiir P. In dieser Arbeit werden keine Probleme betrachtet, bei denen
zwischen verschiedenen Signaturen unterschieden werden muf3. Deshalb sei eine Signatur §
zusammen mit V, P und den Typisierungen fest gewdhlt. Der Einfachheit halber lasse man die
Indizes bei Ty und Tp weg. Man definiere also

T: PUV = STUS=ST, mitt:=1ty UTtp

Eine Belegung fiir die Individuenvariable u € V ist ein Element des Typs von u. Préadikate stehen
fiir eine Teilmenge ihres Typs. In diesem Sinne ist eine Belegung fiir ein X € P eine Teilmenge
von (X ). Man beachte, daB hier und im Rest der Arbeit der Begriff der Interpretation unter den
der Belegung subsumiert wird.

Definition 2.17 (Belegungen in B)) Eine totale Abbildung
pv:V—=Js pv(u) € t(u), firueV
seS
ist eine Belegung der Individuenvariablen V. Eine partielle Abbildung
pp: P— [J P(w),  pp(X) CT(X), firXeP
weSst

heifle eine Belegung der Prdidikatsvariablen X.

Bei dieser Definition beachte man, da die Mengen s und P(w) nicht als Mengen bestehend nur
aus einem Element uminterpretiert werden. So gilt

S= U{s} + Us und P(w;)UP(wp) ={&|& Cwj oder§ Cwy}

SES SES

fiir wy, w, € ST, wobei immer disjunkte Vereinigung gemeint ist. Die Bezeichner w, w{ und wy
sollen suggerieren, daf} es sich dabei um Worte iiber S handelt. Dies ist aber nur dann korrekt,
wenn man Worter und Kreuzprodukte wie folgt identifiziert

w=TB"1x . xB" =5 x---x5, identifiziertmit (s,...,s,) = (B,... Bin),

fiir geeignet gewihlte iy, ... ,i, € N\{0}.
Hier steht der Begriff der Belegung auch fiir den klassischen Begriff der Interpretation, da
man py und pp wiederum zusammenfalit zu

p: PUV = (U P(w), mitp:=pyUpp
SES west

Als Beispiel sei X € P, mit t(X) = (B?,B) € 2, und
p(X) ={((a,b),(c)) | c &+ (a = b)}

Damit ist p(X) ein Pridikat iiber einem zweistelligen booleschen Vektor (a,b) und einem ein-
stelligen booleschen Vektor (c¢). Es ist genau dann wahr, wenn ¢ gleich dem Ergebnis der
Auswertung von a — b ist. Weiter seien u,v € V, mit t() = B? und t(v) = B. Nun gelte

p(u) =(1,00cB  und  p(v)=(0)eB.

so dal X (u,v) unter p zu wahr evaluiert wird (vgl. Def. 2.33).
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2.6.4 Syntax

Nun kann die eigentliche Syntax von IBSX eingefiihrt werden. Dazu sei noch einmal erwihnt,
daf} die Variablen fiir boolesche Vektoren stehen. Im folgenden wird definiert, wie syntaktisch
die Anwendung einer moglicherweise mehrstelligen Prikdikatsvariablen auf ein Wort von Va-
riablen aufgeschrieben wird. So ein Variablenwort steht fiir einen Vektor von booleschen Vek-
toren, weshalb dieses Wort mit u gekennzeichnet wird, und nicht fiir ein Vektor von booleschen
Werten.

Definition 2.18 (Terme T“V in IBSL/) T“V ist die kleinste Menge mit

uli] €Ty falls ueV,ieN,0<i<|u
u=veT)  falls u,veV,|v|=]ul
X(u) €T  falls XeP ueV" 1(X)=1(u)
du.s € T“V falls s € T#V7 ueV

sAt € T“V falls s,t € T“V

s € T“V falls s € T“V

Neben den iiblichen Annahmen iiber die Bindung von Operatoren sei hier noch vereinbart, daf}
der Existenzquantor am schwichsten bindet. Dies bedeutet, daf} sich der Giiltigkeitsbereich
eines Quantor immer so weit wie moglich iiber den folgenden Term erstreckt.

Terme aus T#V entsprechen bis auf ,,u[i]* atomaren Aussagen in der iiblichen Definition von
Pradikatenlogik erster Stufe. Der Variablencharakter der Priadikatsvariablen tritt hier noch nicht
auf, so daB3 man nicht von zweiter Stufe sprechen kann. Terme im Sinne der Priadikatenlogik
gibt es nicht, wenn man nicht ,,u[i]* als solchen ansieht, der es ermdglicht, auf einzelne Kom-
ponenten eines Vektors zuzugreifen, damit funktionale Vollstindigkeit (die Definierbarkeit aller
Pradikate) erreicht wird. Hier ist mit funktionaler Vollstindigkeit wie in /Schmitt, 1992a/ ge-
meint, daB fiir jede boolesche Funktion iiber boolesche Vektoren ein uy-Kalkiil-Term existiert,
dessen Semantik mit der booleschen Funktion iibereinstimmt.

Wie die Typisierung der Variablen nahelegt, werden in dieser Arbeit nur endliche Domé-
nen betrachtet, die auch schon durch die Typisierung festgelegt sind. In diesem Sinne ist der
betrachtete u-Kalkiil sogar nur so ausdrucksmichtig wie die Aussagenlogik.

Wie in Abschnitt 2.4 werden die iiblichen booleschen Operatoren wie ,V*, ,—* und ,<>*
als Abkiirzungen iiber , A und ,—* definiert. Das gleiche geschieht wie in der Pradikatenlogik
iblich mit dem Allquantor

Yu.s = -—du.-s

Des ofteren wird auch iiber eine Menge von Variablen quantifiziert. Diese Menge wird dann
auch als Vektor u € V4 geschrieben und man verwendet die Abkiirzung

du.s = Fup.Fup. ... Fuy.s

und natiirlich analog fiir den Allquantor. Es sei hier schon erwéhnt, daf3 ,u = v* eigentlich auch
als Abkiirzung hitte definiert werden konnen, namlich durch

u=v = N\ (i & i)

0<i<ul
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Jedoch soll dieses syntaktische Konstrukt beispielhaft fiir Erweiterungen von ]B%X stehen, fiir die
spezielle Uberlegungen bei Ubersetzungen angestellt werden sollten. Dies ist bei der Uberset-
zung in BDDs besonders von Bedeutung, wie Abschnit 4.3.1 zeigt.

Die Quantoren sind in IB%X syntaktische Konstrukte und nicht nur eine abkiirzende Schreib-
weise wie bei den Quantoren aus Abschnitt 2.5. Deshalb kann hier nicht die Definition von
,free” aus jenem Abschnitt iibernommen werden, sondern es wird neu definiert (aber mit dem-
selben Symbol gekennzeichnet):

Definition 2.19 (Freie Variablen) free ist eine Abbildung free: TMV — P(VUP) mit

free(u[i ]) = {u} free(Ju.s) := free(s)\{u}

free(u =v) := {u,v} free(sAt) := free(s) Ufree(r)

free(X(u)) :=uU{X} free(—s) :=free(s)
Dabei wird u = (uy, . .. ,uy,) mit der Menge {uy, ... ,uy, } identifiziert.

Fiir weitere Definitionen wird die iibliche Untertermordnung benétigt. Dies ist hier noch einmal
extra aufgefiihrt, um genau die Menge der Unterterme eines Termes zu fixieren.

Definition 2.20 (Untertermordnung) Auf der Menge T#V wird mit ,,<* (bzw. ,,<*) die Un-
tertermordnung bezeichnet. Dabei sei ,,<* definiert als die kleinste transitive Relation, mit

uli] >t :st=u Ju.s >t ;& t=sodert <s
u=v>t &te{uv} rAs>t ste{nst t<rodert<s
X(u) >t = t=u, firl <i<lul s>t & t=sodert <s

., < “ ist die reflexive Hiille von ,,< “.

Ahnlich wie bei PROLOG werden Terme (Anfragen) beziiglich einer Definition von Pridikats-
variablen (PROLOG-Programm) ausgewertet. Nur nach Wahl einer Definition kann die Seman-
tik eines Termes bestimmt werden. Eine Definition von Pridikatsvariablen ist dabei syntaktisch
gegeben wie das auch im Beispiel auf S. 18 zu Abb. 2.3 vorgefiihrt wurde. Zu jedem Pradikat
mulf eine definierende Gleichung angegeben werden. Diese besteht aus den Bestandteilen

1. formale Parameter,
2. Rumpf und
3. Fixpunktart,

was in folgender Definition formalisiert wird.

v

Definition 2.21 (Definition von Pridikatsvariablen) Eine Definition 8 = (T, B, ©) besteht aus
P —V* B:P—=T/, o©:P—{euv}
Dabei gelten die Einschrdnkungen

(X)) =1(X) und  (free(B(X))NV) Cw(X),
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wobei die Komponenten von n(X) paarweise verschieden sind. Fiir X € P seien n(X) die
formalen Parameter, B(X) der Rumpf und 6(X) die Fixpunktart von X.

Als Eselsbriicke merke man sich B fiir Rumpf (engl. body) und 7t fiir Parameter. Aus der
Literatur stammt der Bezeichner ¢ fiir die Fixpunktart. Hier wird nur zusétzlich noch € als Wert
zugelassen, was ein konstantes (nicht rekursives) Priadikat kennzeichnen soll. Statt explizit &
anzugeben, schreibe man auch wie oben z. B.

uX(u,v,w). uVX(w,u,v)
n(X) B(X)

Das ,u‘ entspricht dabei 6(X). Falls 6(X) = €, so wird in dieser Schreibweise € einfach weg-
gelassen. Falls nicht anders angegeben entstammen grof3geschriebene Variablen aus P und
kleingeschriebene aus V. In diesem Beispiel gelte t(u) = t(v) = t(w) = B.

Die Eingabesprache des Modellpriifers ucke ist im wesentlichen eine Erweiterung dieser
Schreibweise um Typen. Obiges Beispiel lautet darin

mu bool X(bool u, bool v, bool w) u | X(w,u,v);

Ein kleiner Unterschied besteht darin, da} hier Pridikate als boolesche Funktionen definiert
werden, was durch die Typisierung boo1l vor X geschieht, und der Punkt ,,.“ weggelassen wird.
Als Vorgriff auf die Semantik sei hier schon verraten, daf3

X(u[0],v[0],w[0]) = u[0]VV[0]Vw[0] (2.11)
Mehrfach geschachtelte Fixpunkte lassen sich wie folgt darstellen

(s,1).
p Y((;)) CH(s)AF(s) V 30 T(s,6) AY (1)
VF(s) .3t.T(s,t)NY(1)

Hier sind H und T als konstante Pradikate definiert. Die Riimpfe von H und T sind nicht weiter
angegeben. Die Pridikate Y und F sind rekursiv definiert. Y als der kleinste Fixpunkt und
F als der groBte Fixpunkt. Diese Definition kann man ansehen als die Charakterisierung der
Menge der ,,fairen” Zustinde F eines Zustandiibergangssystems mit Ubergangsrelation T unter
der ,,Fairnef3* H. Genauere Erlduterungen zur Interpretation findet man in Abschnitt B.2.2.

In einem klassischen u-Kalkiil wiirde man sich F als den dufleren Fixpunkt und Y als den
inneren Fixpunkt vorstellen. In IB%X ist diese Unterscheidung hinfillig. Dies bringt den Nachteil
mit sich, dal man bei Angabe der Semantik von ]B%X nun iiber allgemeine Graphen- statt Baum-
strukturen argumentieren muf}. Die verwendete Graphentheorie beschrinkt sich aber im wesent-
lichen auf den Begriff der stark zusammenhdngenden Komponente (kurz SCC fiir engl. strongly
connected component). Dafiir hat man unmittelbar den Vorteil, gemeinsame Teilausdriicke in
der Syntax nur einmal hinschreiben zu miissen.

Der wichtigste Grund fiir die Verwendung von definierenden Gleichungen (und somit der
Graphenstruktur) ist die natiirlichere Schreibweise, die man daraus gewinnt, dal keine A-Ab-
straktionen und relationale Terme wie in /Park, 1976/ notig sind. Dies ist besonders wichtig,
wenn man bedenkt, dal ein Modellpriifer nicht nur von Spezialisten zu bedienen sein soll-
te. Zumindest sollte dessen Bedienung leicht zu erlernen sein. Die Mehrzahl der Anwender

TN

(2.12)
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Abbildung 2.6: Abhingigkeitsrelation fiir zweites Beispiel (Gleichung (2.12)).

wird wohl eher eine moderne Programmiersprache beherrschen, als sich im A-Kalkiil auszu-
kennen, und das hier verwendete Konzept der definierenden Gleichungen findet sich in fast
jeder modernen Programmiersprache, die es gestattet, (rekursive) Prozeduren bzw. Funktionen
oder Methoden zu definieren.’

SchlieBlich sei noch erwéhnt, dall sich Untersuchungen zur denotationalen Semantik von
Programmiersprachen wie in /Winskel, 1993/ nicht direkt fiir die Beschreibung der Semantik
von IB%X verwenden lassen, da in IB%L/ auch groBte Fixpunkte verwendet werden. Dadurch 1463t
sich die Existenz der Fixpunkte und somit die Wohldefiniertheit der Semantik nicht iibertragen.
Weiterer zusitzlicher Aufwand muB fiir Quantoren und die Negation getrieben werden.

Die oben genannte Graphenstruktur besteht aus den Abhédngigkeiten der Pridikatsvariablen,
die wie folgt syntaktisch aus der fest gewéhlten Definition von Pridikatsvariablen bestimmt
werden.

Definition 2.22 (Abhingigkeitsrelation) Die Relation
X—=Y & Yefree(B(X)), fiirX,Y € P

heifle Abhdngigkeitsrelation der Prddikatsvariablen.

Im Beispiel aus Gleichung (2.12) hitte man (vgl. Abb. 2.6)
F=Y, F—T, Y=Y Y—F Y-oH, YT

Betrachtet man den Graphen mit den Knoten P und Kanten aus ,,—, so ergibt dies den Begriff
der stark zusammenhingenden Komponente:

Definition 2.23 (Stark zusammenhiingende Komponente) Fiir X € P sei
scc(X):={YeP|X =T YundY —* X},
wobei —7 fiir die transitive Hiille von — steht.

dep(X):={YeP|X ="V}

>Im Modellpriifer ucke wurde dies sogar so weit getrieben, daB die verwendete Eingabesprache sehr stark an
die weit verbreitete Programmiersprache C (bzw. C++) angelehnt wurde.
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Abbildung 2.7: Der boolesche Verband L4

dep(X) bezeichnet die Menge der Prddikatsvariablen, von denen X rekursiv abhdngt. Fiir
Termet € T“V definiere

dep(?) U dep(X
X(u)<t

* ¢«

Man beachte bei dieser Definitionen, daf3 ,,—*“ reflexiv ist.

A

Ublicherweise (/Manber, 1989/) schligt man einen Knoten seiner stark zusammenhiingenden
Komponente hinzu, was hier ausdriicklich nicht der Fall ist. Dies dient zur Unterscheidung
konstanter Priadikate von solchen, die rekursiv nur von sich selbst abhidngen. Unter der iiblichen
Definition wire in beiden Fillen die SCC die gleiche. Fiir obiges Beispiel bestehen die SCCs
aus (vgl. auch Abb. 2.6)

scce(F) =scc(Y)={F,Y}, scc(H) =scc(T)=0

Beim ersten Beispiel (aus 2.11) gilt scc(X) = {X}. Man wird nun sinnvollerweise fordern,
daB konstante Pridikate, also Pridikate X mit 6(X) = €, eine leere SCC haben. Sie sollen ja
gerade nicht von sich selbst abhidngen. Dies ist ein erstes Kriterium fiir die Wohlgeformtheit
einer Definition fiir Pridikatsvariablen (siehe Definition 2.31). Ein zweites betrifft die Mono-
tonie, damit sichergestellt ist, da3 die entsprechenden Fixpunkte existieren. In den iiblichen
u-Kalkiilen stellt man das durch eine Forderung der Art

,Im Rumpf von ,uX ---.r* stehen nur geradzahlig viele Negationen vor einem X

sicher. Dies wird in der Literatur auch mit ,,formale Monotonie*“ von X bezeichnet. In ]B%X
kann sich die Abhingigkeit eines Pradikates aber iiber mehrere Riimpfe erstrecken, so daf statt
dessen Monotonieindikatoren betrachtet werden. Der Vorteil der Monotonieindikatoren besteht
darin, daB sich dadurch auch beliebige Verbinde [w — D] mit D vollstdndiger Verband anstatt
den hier betrachteten P(w) ~ [w — B fiir w € ST behandeln lassen. Sie ,,zdhlen* auf abstraktere
Weise, wieviel Negationen vor einer Priadikatsvariable vorkommen. Eine Negation entspricht
dabei dem Ubergang von monotonem zu antimontonem Verhalten. Durch eine Einteilung in an-
timonotone und monotone Operationen konnen so die folgenden Betrachtungen auf allgemeine
Verbénde iibertragen werden.

Bei den iiblichen Formulierungen des u-Kalkiils geschieht das Zihlen ,,modulo 2. Es wird
einfach nur festgestellt, ob eine gerade oder ungerade Anzahl von Negationen vor einer Pridi-
katsvariablen steht.® An Stelle des Verbandes {gerade, ungerade} tritt hier

v

Definition 2.24 (L4) Der boolesche Verband L4 besteht aus den Elementen
T ,0 ,1 L

°Die einzige dem Autor bekannte Arbeit, in der dies auch exakt durchgefiihrt wurde, ist /Arnold, 1994/.
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und sei definiert durch den Isomorphismus \J mit

y: Ly —P({0,1}),  w(T):={0,1}, y(0) := {0}, w(1) := {1}, y(L) := {}
vgl. mit Abbildung 2.7.

Die Ordnung auf Ly, die der Teilmengenordnung auf P({0, 1}) entspricht, sei mit < bezeichnet.
Mit L, ist auch [Tﬂv — Ly4] ein Verband, dessen Operationen kanonisch (punktweise) aus Ly
gewonnen werden und auch mit denselben Symbolen bezeichnet werden.

A

Definition 2.25 Die Menge [T#V — Ly] wird durch punktweise Erweiterung zum vollstindigen
Verband mit der Ordnung

f<g = f(s) <gls) fiiralles¢ TMV

ﬁ;irf7g € [Tluv _>L4]

Die Familie der Monotonieindikatoren besteht genau aus den Elementen aus diesem Verband.

Definition 2.26 (Familie von Monotonieindikatoren) Die Familie
X. Vv
hi . T,u — L4
sei rekursiv definiert fiir ein festes X € P, i € N durch

RGl]) =L

(=) = I (u.5) = By (5)

l X = h¥  (s)UhL
WL (Yw) = BB, ¥px A =R U ()
hy (X () = hip1(s) 1= 2hi (s)

mit dem Basisfall b (s) :=_L fiir alle s € T .

Die einzelnen Approximationen th sind nicht so sehr interessant. Wichtiger ist der Grenzfall
KX, der sich nach folgendem Satz bilden I46t.

Satz 2.27 (Monotonie von /) hE < kY,

Beweis: (Induktioniiberi) Fiir den Beweis halte X fest und definiere h; := th . Im Basisfall ist
laut Definition hg(s) =L < () fiiralle s € By, . Im Induktionsschritt gelte die Aussage fiir i und
mub fiir i 4 1 gezeigt werden. Dazu fithre man eine innere Induktion tiber den Termaufbau von
r € B durch. Die Fille r = u[i], r = u = v und r = X(u) sind trivial, da sich beim Ubergang
von i nach i+ 1 nichts dndert. Der Fall r = Ju.s ergibt sich unmittelbar nach der inneren
Induktionshypothese. Ebenso liefert diese fiir r = s A ¢ die Aussage

hip1(r) = hip1 (s A1) = hig1 () Uhip1 (1) < higo(s) Uhiga (1) = hipa(s A1) = higo(r)
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Dabei gilt die Ungleichung wegen der Monotonie von ,U*‘ in L4 nach zweimaliger Anwendung
der inneren Induktionsvoraussetzung. Fiir r = —s folgt die Aussage analog unter Ausnutzung
der Antimonotonie von ,—* in L4. Im interessantesten Fall » = Y (1) mit Y # X hat man

hig1(r) = hig1(Y () = hi(B(Y)) < hig 1 (B(Y)) = higa(Y (1) = hiya(r)

Hier gilt ,<‘ nach duBerer Induktionsvoraussetzung. U

Im Verband [T“V — Ly) konvergiert deshalb die Folge (hY) zu einer oberen Schranke der A%, die
sich als deren Vereinigung berechnen 14f3t.

Definition 2.28 (Monotonieindikator) Fiir X € P sei

o= |
i=0

der Monotonieindikator fiir X (bez. einer Priidikatsdefinition ).

Bei endlichem P konvergiert die Vereinigung schon nach endlich vielen Schritten. Im nich-
tendlichen Fall hitte man bei einer Wohlordnung von ,—* auf den SCCs und endlichen SCCs
immer noch die endliche Konvergenz. Ist eine dieser beiden Forderungen nicht erfiillt, so lassen
sich einfach Beispiele generieren, bei denen die Folge (h) echt aufsteigend ist. Jedoch ist bei
der spiteren Verwendung der Monotonieindikatoren nur das Ergebnis nach Anwendungen auf
einen bestimmten Term interessant, und fiir jeden Term 7 € 7,)" gilt, daB die Folge (h (1)) ab ei-
nem Index j konstant wird. So lassen sich die folgenden Sétze und Beweise mit den hf( anstatt
hx und beliebigem (nicht endlichem) P formulieren, was aber einen erheblichen technischen
Mehraufwand erfordert. Dies ist der Grund, warum in Definition 2.16 die Endlichkeit von P
vorausgesetzt wurde. Eine einfache Konsequenz aus der Definition ist

Lemma 2.29 (Monotonie konstanter Pradikate) Fiir X, F € P gilt
F¢dep(X) = K (B(X)) =1

Beweis: Die duflere Induktion laufe iiber i und die innere iiber den Termaufbau von ¢ in der
folgenden verschéarften Induktionshypothese

firX,FEP,icNgilt Fgdep(X)At<PX) = hi(r)=1L

Im Induktionsanfang (i = 0) ist nichts zu zeigen. Im Induktionsschritt von i nach i+ 1 gilt die
Aussage fiir t = u[j] oder t = u = v trivialerweise. Fiir t = Ju.s, t = s At und r = —s folgt die
Aussage nach der inneren Induktionsvoraussetzung, mit

lUl=1l und —-~1=1

Der Fall r = F(u) kann nicht auftreten, da sonst F < B(X) und somit F € dep(X). Es bleibt noch

der Fall t =Y (u). Da F ¢ dep(Y) C dep(X), kann nun die dulere Induktionshypothese ange-

wendet werden und man erhilt A (B(Y)) =L, womit nach Definition 2.28 auch hf, (1) =L.
Q
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Als erstes Beispiel soll wiederum Gleichung (2.12) herangezogen werden. Es werden nur Ap-
proximationen fiir die Riimpfe von den ,,rekursiven* Pradikatsvariablen F und Y angegeben und
das auch nur fiir F' als Parameter von 4. Zunéchst gilt

hE(B(T)) = hi (B(H)) =L fiir i € N nach Lemma 2.29

fiir die weiteren Approximationen erhélt man

s hy () =0 hy () =0
M(=0 (=L W) =1
() =L () =L W) =1
B(Y)=H(s)ANF(s) V3It. T(s,t)AY(t) B(F)=3t.T(s,t) NY(¢)
W) =L
W) =0
Lemma 2.30
W (Fu.s) <a & h(s)<a
W (X(u)) <0
K@) <a o BB <a XAV
(=s) <a & h(s)<—a
(snt) <a & h(s)<aund X(t)<a

Beweis: Kombination der Definitionen 2.26, 2.28 und 2.24. U

Definition 2.31 (Wohlgeformte Pridikatsdefinition)
Eine Pridikatsdefinition 8 heif3e wohlgeformt gdw. fiir alle X € P

(scc(X)=0= o(X)=¢) und K(B(X)) <0

Diese letzte Forderung entspricht der iiblichen ,,formalen Monotonie“ von X.

Es sollen noch drei weitere (mehr theoretische) Beispiele, betrachtet werden. Das erste hat
dieselbe Semantik wie das Beispiel aus Gleichung (2.11) von S. 25:

vV A(u,v,w). ~B(w,u,v)
uB(u,v,w). uV-A(u,v,w)

Es gilt ndmlich mit X aus Gleichung (2.11) auf S. 25 mit Vorgriff auf Definition 2.33

A(u,v,w) = Bu,v,w) = X(u,v,w) = uVvVw
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Hier erhélt man folgende Approximationen

)1
M() =0 () =1
n() =1 n() =1
—— ———
B(A) = = B(w,u,v) B(B) =uV—-A(u,v,w)
N——— N—————
W) =L h() =1
()= 1 W) =L
() =0
Zwei Beispiele fiir nicht wohlgeformte Definitionen sind
VZ](M). Z (u) V =Z; (u) VZz(M). —|Z2(u)
mit den Approximationen
=T B)=T ;
B =0 h'()=1 () =
hg'i-/)iL h () =L hgit
B(Zi)=_Zi(u) Vv —Z(u) B(Z2) =~ Zo(u
g () =1 () =
B =T W) =

und es ist K21 (B(Z1)) = T £ 0 bzw. h22(B(Z,)) = 1 £ 0.

31

A

Definition 2.32 (IB%X) Die Menge IB%X ist die Vereinigung aller Mengen TMV bez. einer Signatur

S und einer wohlgeformten Pridikatsdefinition 9.

v
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2.6.5 Semantik

Ab sofort sei § und ein wohlgeformtes 8 fest gewihlt, so da mit IB%X immer das entsprechende
T“V gemeint ist. Die Semantik [-]p von IEBL/ kann nun definiert werden als

Definition 2.33 (Semantik von IBSX) Fiir eine Belegung p definiere
[lp: T/ — B
(als partielle Funktion) rekursiv iiber den Termaufbau durch

[ulillp = p(u)(i)

[ =vIp := Ao<iclu [uli] < V[illp
[sntlp :=T[slpAledp

[~slp :=~[s]p

fiir die einfachen Terme. Fiir den Existenzquantor sei

1 falls es ein a € t(u) gibt, mit [s]p’, wobei p’ := p{u — a}
[Fu.s]p :=
0 sonst. (213)

Fiir Anwendungen von Pridikatsvariablen auf einen Vektor von Variablen u definiere
[X(w)]p & plu) €, (2.14)
wobei § := p(X), falls 5(X) € {u, v} und p(X)|. Fiir 6(X) = & definiere
§ = {aetX)| [BX)]p mitp :=p{m(X) —a} }
Fiir 6(X) € {u,v} und p(X)1 sei
C = N{ECX) | ¥5(€) =&}, fiiro(x)=pu (2.15)
£ = U{ECX)|¥5(€)=E}, firo(X)=v (2.16)

mit dem Expansionsoperator ‘Pg aus Definition 2.34.

Fiir die Rekursion wird folgender Operator verwendet

Definition 2.34 (Expansionsoperator fiir die Standardsemantik)
Zu X € P, p Variablenbelegung definiere

X P(t(X)) 5 P(1(X)),  ac¥X(E) e [BX)

mit p' = p{X — &, n(X) — a} fiir E C1(X) und a € 1(X).
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Man kann fiir den Existenzquantor mit der Schreibweise aus Abschnitt 2.5 auch etwas kiirzer
schreiben

[Fu.s]p = \/ [s]p{u — a} (2.17)
aet(u)

Die Semantik von ]B%X aus Definition 2.33 ist noch keine fotale Funktion. Es konnte ndmlich
sein, daf3 die Fixpunkte in den Gleichungen (2.15) und (2.16) tiberhaupt nicht existieren.

Definition 2.35 (Wohldefiniertheit einer Semantik)
Eine Semantik heif3e wohldefiniert genau dann, wenn sie eine totale Funktion ist.

Fiir eine wohldefinierte Semantik braucht man folgendes Korollar zu Satz 2.38.

Korollar 2.36 (Monotonie des Expansionsoperators) In 2.36 gilt fiir p(X )1
PIE) CW(E),  fir& CE Cr(X)

und somit [t]pl fiir alle t € TﬂV.

Beweis: Siehe Gleichung (2.20) in Satz 2.38. Q1

Dies ergibt den wesentlichen Satz dieses Abschnittes:

Satz 2.37 Die Standardsemantik ist wohldefiniert.

Damit ergibt sich aus Gleichung (2.15) mit Satz A.4 fiir eine Variablenbelegung p und eine
Pridikatsvariable X mit 6(X) = u (bei endlichem P und endlichen Typen)

NEetX) vy (&) =& = N{Eet(X)|yy(E) C&}
~0(¥p)'(0)

2.18
(@) mit (W) > (i O

Hierbei verwendet man wie iiblich (¥} )° := id. Die letzte Version ist einem rekursiven Algo-
rithmus schon sehr nahe.

Wie auf Seite 32 festgelegt, wurde ja immer eine wohlgeformte Definition von Préidikats-
variablen vorausgesetzt. Dies ist auch notwendig, wie die Auswertung von

sz(u). —|Z2(u)
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als Beispiel einer nicht wohlgeformten (vgl. Seite 31) Definition zeigt:
&0 = 0
ac€l & [BD)lp{Za—8ou—rat & [Zo(u)]p{Zy— 0.u— a}
—[Za(uw)lp{Za — 0,u— a}
—(a €0)
1

ac = [B(Z)]p{Za— &1 uvrs a} [=Z>(u)]p{Z; — B,u > a}
-[Z>(u)]p{Z> — B,u — a}
—(a € B)

0

t ¢ ¢ O

Somit hat man also

(¥p)"(0) =

{ 0 n gerade (T§>n+1 (0) # (\pﬁ)"(@) neN

B nungerade

und [Z,(v)]p ist nicht definiert fiir alle Variablenbelegungen p.

Unter der Generalvoraussetzung der Verwendung einer wohlgeformten Definition von Pra-
dikatsvariablen zeigt der nichste Satz, dal der Expansionsoperator monoton ist, und deshalb
die Semantik wohldefiniert ist. Die Aussage des Satzes stellt eine Verschirfung der Mono-
tonieaussage dar, die benoétigt wird, um die Induktion durchzufiihren. So wird in Teil a. die
Wohldefiniertheit der Semantik an sich gezeigt. Teil b. und c. verbinden Anforderungen an die
Monotononieindikatoren (Monotonie und Antimonotonie) mit der ,,Monotonie der Semantik*
bez. zweier Belegungen, die sich nur durch ihren Wert fiir eine Pradikatsvariable X unterschei-
den. Dabei stehen die Werte von X unter beiden Belegungen in einer Inklusionsbeziehung.

Satz 2.38 Fiirt € TMV, X € P, Variablenbelegungen p,p’, mit p(x)] < p'(x)],
p(x)l = p(x) =p'(x) firx €VUP. x#X  und  p(X) Cp'(X)

a. [t]pl und [t]p'|

b. Falls h*(t) <0, so gilt [t]p = [t]p’

c. Falls W(t) < 1, so gilt [t]p < [t]p’

Beweis: Der Beweis besteht aus einer zweistufigen Induktion mit dulerem Parameter
k(t,p) := |dep(t)\ domain(p) | = k(t, p"), (2.19)
N—_—— —
=domain(p’)

der die Anzahl Pridikatsvariable angibt, von denen t ,,abhzngt“, und fiir die p (bzw. p’) undefi-
niert ist. Der innere Induktionsparameter ist wie iiblich der Termaufbau. Fiirt = u[i],t =u = v



2.6 Der u-Kalkiil B 35

folgen die Aussagen a.-c. unmittelbar. Fiir # = s Ar und t = —s verwende man die innere In-
duktionsvoraussetzung und Lemma 2.30. Nun sei t = Ju.s. Aussage a. folgt unmittelbar nach
innerer Induktionsvoraussetzung. Sei nun 4% (¢) < 0, so ist nach Lemma 2.30 auch 41X (s) <0
und nach innerer Induktionsvoraussetzung ist [s]p{u +— a} definiert fiir alle a € T(u«) und eben-
so [s]p’{u — a}. Um nun b. zu zeigen gelte [s]p{u — a}. Wiederum mit der inneren Induk-
tionsvoraussetzung (Teil b.) folgt dann [s]p’{u — a}. Mit der Definition der Semantik des
Existenzquantors ergibt sich der Rest. Analog fiir c.

Der interessanteste Fall ist 7 = Y (u). Nun sei 6(Y) € {u, v} und zunichst p(Y')J, womit auch
[t]4, und es folgt a. Fiir den Beweis von b. sei #¥(¢) < 0. Sowohl fiir X = Y als auch X # Y gilt
p(Y) S p'(Y), so daB mit p(u) = p'(u)

[Y(w)]p < pu) ep(Y) = p'(u) €p'(Y) & [Y(u)]p’

Fiir #%(t) = 1 ist Y # X, da 8 wohlgeformt ist. Somit ist sogar p(Y) = p/(Y) und es gilt oben
< statt nur ,,=*, womit c. folgt.

Fiir 6(X) # € fehlt noch der ,,rekursive” Fall p(Y)1. Zunichst soll gezeigt werden, daf} die
Fixpunkte aus den Gleichungen (2.15) und (2.16) existieren. Dazu geniigt es nach Satz A.15
die Monotonie von W} zu zeigen. Sei nun a € 1(X), £ C &' C 1(X) so gilt

& [BY)]p{Y = & n(Y) > a}
= [BY)lp{Y = &, n(Y) ~ a} (2.20)
& ae¥h(E)

ac¥h(§)

= folgt nach @uferer Induktionsvoraussetzung, da

KBY),p{Y = & n(Y) = a}) < k(B(Y).p);
hY (B(Y)) < 0 nach der Wohlgeformtheit von 8, und
plY S E(Y) +a} bow. (Y ELm(Y) s a)

die Voraussetzung des Lemmas erfiillen. Man beachte, daf} auch hier die Induktionsvorausset-
zung Teil a. eingeht, um [B(Y)]p{--- }| zu sichern. Insgesamt ist damit der Induktionsschritt
fiir Teil a. vollzogen.

Fiir Teil b. sei 6(Y) = pund A (B(Y)) < 0. Ist p(X)1, so gilt p = p’ und somit folgt fiir alle
a€1(Y), & C1(Y) unmittelbar

vy (&) C wh(8) 2.21)
ansonsten ist p(X){, p'(X)J, p(X) C p'(X) und es gilt (X #£Y)

deW(E) & [BOlplY - Ea(r) g} & B X s p(X))
= BOP{X =X} e B ) o a)
& ac¥(E)
™ o = (P\X o pIX)DY = En(Y) o a)
(X s KON o & (Y) o )
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Wiederum folgt ,,=‘ nach duBlerer Induktionsvoraussetzung, da
Y ¢ domain(p) C domain(p”’{X — p(X)}) DY

Analog zum Beweis der Monotonie von ‘Pg erhilt man auch die Monotonie von wg,. Jetzt gilt
nach Satz A.20

o) [

¢ = Jwp)(0) C Jwp)'(0) =: ¢

i=0 i=0
und somit (dhnlich wie in der Analysis durch ,,Vertauschen der Limites*)
[Y(u)]p < p(u) €& p'(u) € {=p'(u) € T & [Y(u)]p’

Fiir 6(Y) = v oder h*(t) < 1 (Teil c.) verfahre man analog. Bei konstantem Y (d. h. 6(Y) =€)
gilt mit der Wohlgeformtheit von 8, dal3

Y € dep(Y(u)), Y ¢dep(B(Y))

und somit k(¢,p) > k(B(Y),p{n(Y) — p(u)}). Der Rest folgt analog zu 6(Y) € {u,v}. Q

Als Ilustration fiir die Berechnung der Semantik soll die Verifikation des Beispiels von Seite
18 und Abbildung 2.3 durchgefiihrt werden. Bei der Berechnung der Semantik der Anwendung
der konstanten Prédikatsvariablen 7', S und E treten in Gleichung (2.14) aus Definition 2.33 fiir
€ die folgenden Mengen auf

Cr = {(00,00),(00,01),(01,00),(01,01),(00,10), (10,00),(10,10)}
Cs = {00}
CE = {11}’

wobei hier fiir zweistellige boolesche Vektoren einfach Worter iiber {0, 1} der Lange zwei ver-
wendet werden. Bei der Berechnung der Semantik des Quantors aus Gleichung (2.10) auf S. 19
muf ein Fixpunkt (g berechnet werden. Fiir eine Variablenbelegung mit p(R)1 definiere fiir
ieN
' 1 » .
Q=0 G = (EE)(0) = WE(G)
Dies sind nach (2.18) von S. 33 die Approximationen an {z und man erhélt (vgl. S. 17)

Cr=0, Cr=Cs={00}, Cr=Cx=0Cr="...={00,01,10}

Nun gilt {z Uz = B?, so daB bei der Berechnung des Allquantors in Gleichung (2.10) auf
Seite 19 entweder p(s) & Cg oder p(s) ¢ (g gilt, und so wird bei jeder Wahl von a entsprechend
Gleichung (2.13) auf Seite 32 in Definition 2.33 der Rumpf zu wahr evaluiert.
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2.7 Eine zweite Semantik fiir IB%X

Als nichstes wird eine zweite Semantik fiir den u-Kalkiil angegeben. Diese evaluiert einen u-
Kalkiil Term zu einem booleschen Ausdruck (vgl. Abb. 2.2 auf Seite 9). Dabei werden die bei
der Berechnung der Fixpunkte auftretenden Mengen nicht explizit, sondern durch einen boole-
schen Ausdruck reprisentiert. Ebenso wird die Semantik eines Quantors nicht durch Abéndern
einer Belegung der Individuenvariablen definiert, sondern konstruktiv durch Angabe eines boo-
leschen Ausdrucks. Dies bildet die Grundlage des in /Burch et al., 1990, Burch et al., 1992,
McMillan, 1993a, Burch et al., 1994/ geprigten Begriffs ,,.Symbolische Modellpriifung* (auch
,»symbolic model checking®). Es gab aber noch keine Versuche, diese zweite Semantik formal
zu definieren, um dann zu zeigen, daf} sie mit der ersten iibereinstimmt. Dies ist Aufgabe dieses
Abschnittes.

Der Hauptgrund fiir diese Ubersetzung ist die dadurch gegebene Moglichkeit, iiber den
genannten Umweg die Auswertung von Pridikaten mittels BDDs zu realisieren, die eine kom-
pakte Représentation von booleschen Ausdriicken darstellen. Erst dadurch kann man hoffen,
auch grofle Zustandssysteme der Modellpriifung zugédnglich zu machen.

Fiir diese Ubersetzung muf zunichst ein Zusammenhang zwischen den Variablen V von
IEBX, die Vektoren von booleschen Werten denotieren, und den Variablen W von BY , die nur fiir
einfache boolesche Werte stehen, hergestellt werden.

Definition 2.39 (Komponentenabbildung)
Eine Komponentenabbildung ist eine bijektive, partielle Funktion

1]: VxN—=>W
mit ufi]} gdw. 0 <i < |u|fiiruecV,ie N

Wie W und V sei eine Komponentenabbildung fiir den Rest der Arbeit fest gewihlt. Damit
rechtfertigt sich auch die Uberladung des Symbols ,,-[-]* einmal fiir den (syntaktischen) Term
u[i] und zweitens fiir das Ergebnis einer Komponentenabbildung. Als Abkiirzung fithre man
folgende Schreibweise in B ein:

Definition 2.40 Fiir u.v €V, a € t(u) = t(v) definiere

Ju|—1 Ju|—1

u=v = /\ uli] < v[i] u=a := /\ uli] <+ a(i)

und ebenso fiir u,v € V™ und a € t(u) = t(v) sei

£

u=v:= Nu(i)=v(i) wu=a:= \u(i)=a()
1 i=1

unter Verwendung der ersten beiden Definitionen.

Weiter benétigt man auch hier eine Belegung der Préadikatsvariablen. Die Individuenvariablen
werden einfach durch Komponentenabbildung iibersetzt, brauchen also keine zusitzliche Bele-
gung. Dies ist auch der Hauptunterschied zwischen der ersten Semantik und der hier vorgestell-
ten. Es wird hier eine symbolische Reprisentation der u-Kalkiilterme bestimmt!
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Definition 2.41 (Belegung fiir Semantik II von ]BX)
Eine Belegung pp ist eine partielle Funktion

pp: P —BY

Das Fehlen von Belegungen fiir Individuenvariablen bedeutet fiir die zweite Semantik, daf die
Quantoren vollig anders behandelt werden miissen.

Definition 2.42 (Semantik II fiir IB%X) Die partielle Abbildung
<<'>>ppl T,uv — IBW
fiir eine Belegung pp wird rekursiv definiert durch

(ulilYpp = ulil, (u=vipp = u=v
—shypp = —{s)pe, (sAthpp = (shpp A{t)ppr

Nun betrachte den Existenzquantor

(Fu.shpp ==\ ({shpp){ur—a} = Ful0],... ullul = 1].(s)pp

aet(u)

=

Fiir Anwendungen von Prddikatsvariablen definiere

(X(u))p :=s{n(X) = u},

wobei s := (B(X))pp fiir o(X) = € und s := pp(X) fiir 6(X) € {v,u} und pp(X)|}. Im Falle
o(X) € {v,u} und pp(X)?1 definiere

s:=(®},)"(0), n:=min{i € N[ (P)*!(0) = (@} )/ (0)} fiir 6(X) =u
s = (®5,)"(1), ni=min{i € N| (@5,)*!(1) = (5,) (1)} fiir o(X) =V

und CD?,(P aus Definition 2.43.

Man beachte, daB bei der Minimumsbestimmung zwei boolesche Ausdriicke auf ihre Aquiva-
lenz (=) getestet werden miissen, was ein NP-vollstindiges Problem darstellt.

Definition 2.43 (Expansionoperator fiir Semantik II)

CIDé(P: BY — BY, CI)?)(P(S) = (B(X))pp{X s}, fiirscBY

Spiter wird BY durch BDD reprisentiert, so daB hierdurch auch ein indirekter Weg zur Verwen-
dung von BDDs zur Evaluation der Semantik von ]B%X geebnet ist. Diese Evaluation ist dariiber
hinaus genau die Aufgabe der Modellpriifung im p-Kalkiil, so daB hiermit ein wichtiger Bau-
stein zur formalen Behandlung der Modellpriifung im p-Kalkiil mit BDDs gelegt ist.
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Der ,,Umweg" iiber BY erlaubt auch die Verwendung anderer Reprisentationen fiir BV
als BDDs fiir die Modellpriifung. Auch im Modellpriifer ucke ist diese Trennung zwischen
dem eigentlichen Fixpunktevaluator und der BDD-Bibliothek durch die Zwischenschicht der
booleschen Ausdriicke realisiert (vgl. Abschnitt 5.2).

Wie bei der ersten Semantik ist man sich hier nicht sicher, daf bei einer wohlgeformten
Préadikatsvariablendefinition, die Semantik fiir alle Terme definiert ist. Auch hier ist es mog-
lich, daB} die Fixpunkte nicht existieren. Dies driickt sich darin aus, daf} eine der Mengen in
2.42, iiber die ein Minimum bestimmt wird, leer ist. Dann giibe es kein i, mit ! (1) = P (+)
(hier steht kein ,,=*!). Um zu zeigen, dal} dieser Fall nie eintreten kann, konnte man wie bei
der ersten Semantik verfahren. Da aber auch gezeigt werden soll, daf} die beiden Semantiken
das ,,Gleiche* berechnen, wird gleich diese Aussage gezeigt, bei der die Wohldefiniertheit der
zweiten Semantik als Nebenresultat abfillt.

Fiir den Beweis der Aquivalenz der beiden Semantiken miissen die beiden unterschiedlichen
Definitionen von ,,Belegungen‘ miteinander in Beziehung gebrachtet werden.

Definition 2.44 (Zuordnung von Belegungen) Zu ciner Variablenbelegung

p: VUP — <U ’C(u)) U (U ]P’(r(X)))
uecV XeP
bez. der ersten Semantik definiere
pw: W — B, pw(x) :=p(u)(i), firxeW,ulil=x,ucV,ieN, 0<i<|uf

als Belegung fiir einen booleschen Ausdruck aus BY und mit

Expx': P(t(X)) = BY Expx'(€) := \/ oX)=a
a€g

der (inversen) Expansion einer Menge zu einer Prddikatsvariablen X € P definiere
pp: P—=BY  pp(X):=Expy' (p(X)) (2.22)

fiir 7(X) = u, p(X)}, und pp(X)1 : p(X)J.

Das u und das i in der Definition von py sind eindeutig bestimmt, da die fest gewihlte Kompo-
nentenabbildung bijektiv ist. Damit ist auch py eindeutig definiert. Dasselbe gilt trivialerweise
fiir pp. Hier wurde auch fiir pp eine Symboliiberladung mit dem Bestandteil von p selbst vor-
genommen (vgl. 2.6.3). Dies ist aber kein Problem, da pp in beiden Fillen dhnliche Bedeutung
aber andere Bildmenge hat, so dal immer nur eine Version in einem Kontext verwendet werden
kann.

Satz 2.45 (Aquivalenz der Standardsemantik und Semantik II)

[{rYprlpw = [t]p

fiirt € TMV, Variablenbelegung p fiir IB%X.
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Beweis: Hier werden dieselben Induktionsparameter verwendet wie im Beweis von Satz 2.38
(vgl. Gleichung (2.19)). Weiterhin soll nur der Existenzquantor und die Anwendung eines Pri-
dikates behandelt werden. Die Aussage fiir die anderen Arten von Termen folgen unmittelbar
aus den Definitionen.

Insbesondere muf} sichergestellt werden, dal} die linke Seite der Aussage des Satzes iiber-
haupt definiert ist. Zunéchst sei t = Ju.s. Dann gilt

[(Fu.shprlpw = [Vaerw ({s)pp){u — atlpw
= Vaerwl({s)pp){u — atlpw
= Vaerw{s)prlpw{u — a} 2.11
= Vaewl{s)Pplpw p':=p{urra}
= Vaer(wlslp’ Induktionshypothese
= [Ju.s]p vgl. (2.17)

Der schwierige Fall ist wiederum ¢ = X (u). Zunichst sei 6(X) = €.

[(X(w))pelpw = [(BX))pr{m(X) — u}tlpw
= [(BX))pp{n(X) — ut]pw{u— p(u)}
= [({BX))pp{m(X )Hu}){zwp(z)}]]pw 2.11
= [({BX))pp{m(X) — p(u)}){u — p(u)}pw
= [{BX))prlpw{n(X) — p(u)} 2.11

mit p’ := p{n(X) — p(u)} und nach duBerer Induktionshypothese gilt weiter

= [BX))peley = [BX)p" = [BX)Ip{n(X)—pw)} = [X(u)lp
Nun gelte 6(X) =
in Gleichung (2.22
[((X(w))prlpw = [pp(X){n(X) — u}lpw
= [(Vaepx)m(X) = a){n(X) — utlpw
= HVaEp YU = _]]pW
Vaepx)lu = alpw

u und im ersten Fall sei p(X)J. Dann gilt auch pp(X)J und ist definiert wie
)-

Dies 14Bt sich auch in B ausdriicken als

= [X(u)]p

Vacpx)Pu) =a = { 1 falls p(u) € p(X)

0 sonst

Im zweiten Fall gelte 6(X) = u und p(X)T und es soll folgende Hilfsbehauptung bewiesen
werden

Expx' (¥ (C)) = @}, (Expx ' (£)) (2.23)
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Dazu sei Y eine beliebige Variablenbelegung (bez. BY)

[Expx (PR O & [VyewsomX) =dly
& VgewygnX) = dly

[BOIp{X = C,n(X) — (X))}
[(B(X))pp{X — Expy ' (C)Hpw{n(X) — v(n(X))}

t ¢ T

=
Dies folgt nach duflerer Induktionshypothese.
& [®F,(Bxpx (O)]pw {m(X) = v(n(X))} & [®5,(Expx (O)]Y
N— ——
free(-)Cn(X)
Letzteres nach Satz 2.10. Nun zeige durch Induktion iiber n € N
Expy ' ((¥5)"(0)) = (®,)"(0)
Im Basisfall erhélt man

Expy ! ((¥5)°(0)) = Expx ' (0) = (\/ m(X) = a) = 0 = (®p,)"(0)
ac

Fiir den Induktionsschritt sei § := (W} )"(0) und es gilt

By (B3)"1(0) = Expy!(E3(0)
= BN (Ew(0) (223)
= @, ((®},)"(0))  Induktionshypothese
= (25,)""(0)

Mit Gleichung (2.18) auf Seite 33 und Satz 2.38 (Wohldefiniertheit der Standardsemantik) er-
hilt man ein n € N mit

5= (@,)"(0) = (@5,)"1(0) und L:=[{E]¥5(E) =&},

so daf3

Expy (€)=
Zusammen mit einer dhnlichen Argumentation wie fiir p(X)J} zur Behandlung der Argumente
folgt der Rest. U

Entsprechend Satz 2.37 erhélt man

Korollar 2.46 Die Semantik 11 ist wohldefiniert.
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2.8 Zusammenfassung

Der hier vorgestellte u-Kalkiil ist ganz auf die Bediirfnisse dieser Arbeit zugeschnitten. Ein-
mal vereinfacht er den formalen Ubergang von Standardsemantik zur BDD-Semantik. Zwei-
tens liefert er fiir das Namenskonzept der Eingabesprache der ucke eine fundierte Semantik.
SchlieBlich wurden Vektoren integriert, damit in Kapitel 4 iiber Allokationen fiir Variablen des
u-Kalkiils gesprochen werden kann.

Die zweite Semantik des u-Kalkiils stellt erstmals eine formale Definition des Begriffes der
»symbolischen Modellpriifung* dar, welcher ja die Grundlage fiir die Erfolge der Modellprii-
fung bildet.

2.9 Ausblick

Fiir Anwendungen, wie die Verifikation von Leistungsmafen oder metrischer Zeit, wire es sehr
wiinschenswert auch unendliche Doméinen behandeln zu konnen. Hier sollte untersucht werden,
an welchen Stellen bei der Semantik Berechenbarkeitsprobleme auftauchen. Dasselbe trifft fiir
unendlich viele Pradikatsvariable zu.



Kapitel 3

BDDs — Bindre Entscheidungsdiagramme

BDDs (Binary Decision Diagrams — Binédre Entscheidungsdiagramme) sind eine Datenstruktur
zur kompakten Représentation von Booleschen Funktionen. Nun kann man jede Menge mit
ihrer charakteristischen Funktion identifizieren, so daf} durch eine entsprechende Kodierung ei-
ner endlichen Menge als Untermenge des B" fiir ein geeignetes n € N deren charakteristische
Funktion zur Booleschen Funktion wird. Auf diese Weise 148t sich jede endliche Menge als
BDD reprisentieren. Mengenoperationen, wie Vereinigung, Schnitt usw., lassen sich durch
boolesche Operationen auf BDDs realisieren. Hierfiir gibt es sehr effiziente Algorithmen. Die
Reprisentation von Zustandsmengen von endlichen Systemen wird in dieser Arbeit das Haupt-
anwendungsgebiet von BDDs darstellen.

3.1 Ubersicht

Nach einer Einfithrung in BDDs (genauer ROBDDs) wird ein neuer Zugang zu BDDs pri-
sentiert, der BDDs als Terme sieht. So kann die Normalformeigenschaft von ROBDSs rein
algebraisch bewiesen werden.

Es folgt eine einheitliche und iibersichtliche Darstellung der wichtigsten BDD-Algorithmen,
die zum Teil nur in Form von Quelltexten von BDD-Bibliotheken dokumentiert waren. Dies
wird erreicht durch die Definition einer abstrakten Maschine SCAM, die spezielle Basisopera-
tionen fiir BDD-Algorithmen zur Verfiigung stellt.

Zum Schluf} wird der vom Autor entwickelte .iteg-Algorithmus vorgestellt. Dieser Algo-
rithmus subsumiert die wichtigsten bei der Modellpriifung verwendeten BDD-Algorithmen und
verallgemeinert den collapse-Algorithmus des SMV-Systems fiir beliebige Variablenordnungen.
Durch die abstrakte Sichtweise der SCAM konnte auch fiir den komplexen citeg-Algorithmus
die Korrektheit formal nachgewiesen werden.

3.2 Einleitung

Boolesche Funktionen sind in der Informatik ein wichtiger abstrakter Datentyp, basiert doch der
Entwurf der iiberwiegenden Anzahl von Computerchips auf der Manipulation von Booleschen
Funktionen. Schon frith wurden daher die verschiedensten Reprisentationen dieses abstrakten
Datentyps untersucht. Ausgangspunkt unserer Uberlegungen bildet die Mathematische Logik.
Genauer noch ist es die Aussagenlogik, in der man sich mit Booleschen Ausdriicken beschiftigt.
Die Semantik eines Booleschen Ausdrucks 148t sich auffassen als eine Boolesche Funktion, so
dafB} Boolesche Ausdriicke als Reprisentation von Booleschen Funktionen dienen kénnen.

43
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XyVxzVxzZ = ZyVxzVxZ

z | |@o]o

Abbildung 3.1: DNF ist i. allg. keine Normalform (links ein KV-Diagramm).

Oft sind booleschen Funktionen, wie sie in der Informatik auftreten, nicht als Wertetabelle
vorgegeben, sondern werden implizit durch eine symbolische Beschreibung charakterisiert, die
sich in vielen Fillen eins zu eins in einen Booleschen Ausdruck umsetzen 1at. Es stellt sich
also die Frage, wie man verniinftig Boolesche Ausdriicke behandelt.

3.2.1 Normalformen fiir Boolesche Funktionen

Boolesche Ausdriicke bilden keine Normalform fiir Boolesche Funktionen. So ist die syntakti-
sche Gleichheit von zwei Booleschen Ausdriicken kein notwendiges Kriterium fiir die Gleich-
heit der zugeordneten Booleschen Funktionen: Die beiden Booleschen Ausdriicke

(x4 y)Ax und xAy

entsprechen zwar der gleichen Booleschen Funktion (sie sind logisch dquivalent), sind aber
syntaktisch verschieden.

Eine Normalform erhélt man durch Einschrdnkung der betrachteten Booleschen Ausdriicke,
wie zum Beispiel bei der DNF (Disjunktiven Normalform) oder der KNF (Konjunktiven Nor-
malform). Die DNF ist eine Disjunktion iiber alle Minterme einer Booleschen Funktion. Die
Minterme einer Booleschen Funktion f stehen in einer eins zu eins Beziehung zu den Vekto-
ren v fiir die f(v) = 1. Deshalb ist die DNF fiir viele Boolesche Funktionen, die wie z. B.
die Paritit eine wichtige praktische Bedeutung haben, leider exponentiell grof3. Eine dhnliche
Argumentation gilt fiir die KNF.

Um die GroBle dieser Reprisentation zu verkleinern, wurden die DMF (Disjunktive Mini-
malform) und KMF (Konjunktive Minimalform) eingefiihrt (neben diesem Zweck dienen DMF
und KMF auch zur Minimierung von Schaltnetzen, was hier aber nicht ndher untersucht werden
soll). Dabei verliert man aber die Normalformeigenschaft, wie das Beispiel aus Abbildung 3.1
zeigt. Das KV-Diagramm (vgl. /McCalla, 1992/) in dieser Abbildung zeigt, dal beide DMF auf
der rechten Seite zur gleichen booleschen Funktion gehoren, aber eben verschieden sind. Eben-
so bleibt das exponentielle Verhalten erhalten, wofiir wiederum die Paritit als Beispiel dienen
kann.

Da die Normalformen selbst in vielen Fillen exponentiell grof3 sind (i. allg. in der Anzahl
Parameter oder Booleschen Variablen), scheint die Frage nach der Komplexitit eines Algorith-
mus zur Berechnung der Normalform weniger wichtig. Bei der Manipulation von Booleschen
Funktionen findet man aber hdufig Algorithmen, die Zwischenergebnisse erzeugen, die nicht in
Normalform sind, so daf} inkrementell immer wieder Normalformen berechnet werden miifiten.
Hier hitte man gern die Eigenschaft, dal die Normalform in polynomialer Komplexitét in der
GroBle der entstehenden Zwischenergebnisse berechnet werden kann. Bei ROBDDs (der fiir
unsere Zwecke wichtigsten Teilklasse der BDDs) 148t sich dies sogar in linearer Komplexitit
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bewerkstelligen. Diese Betrachtungen machen auch klar, dall es wenig Sinn macht, Normalfor-
men unabhiingig von den Algorithmen zu deren Manipulation zu betrachten.

3.2.2 Algorithmen fiir Boolesche Funktionen

Der bei weitem schwerwiegendere Nachteil obiger Représentationen fiir boolesche Funktionen
ist die Komplexitidt von Algorithmen zu deren Handhabung. So ist die Zeit- und Platzkomple-
xitdt eines Algorithmus zur Invertierung einer Booleschen Funktion, die durch eine KNF, DNF,
KMEF oder DMF reprisentiert wird, was einer logischen Negation entspricht, im schlimmsten
Fall exponentiell, da die Grée der Ausgabe exponentiell grofler als die der Eingabe sein kann.
Hierzu ein Beispiel in DNF:

(xyz) = XyzVIXyzVXIyIVXyzVxyzVxyzVxyz

Auch hier zeigt sich der Vorteil der Verwendung von BDDs (genauer der ROBDDs). Sie gestat-
ten es, alle booleschen Operationen (logisches ,,und®, ,,oder®, ,nicht®, ...) mit linearer Kom-
plexitit in der GroBe der Operanden durchzufiihren.

3.3 BDDs am Beispiel

In diesem Abschnitt werden BDDs eingefiihrt, und es wird gezeigt, wie man von einer Werteta-
belle fiir eine Boolesche Funktion zu einem zugehorigen ROBDD gelangt. Es sei gleich darauf
hingewiesen, daf} diese Vorgehensweise wie oben angedeutet nicht der normale Weg ist, um zu
einem BDD zu gelangen.

Als Beispiel betrachten wir die vierstellige Boolesche Funktion f, die durch folgenden Boo-
leschen Ausdruck definiert ist:

f(x0,x1,%2,%3) = (x0V (%1 = x2)) A (x0 # X3)
Die entsprechende Wertetabelle lautet
0000 O0OO0OO0OO0ODTI1TTI1TT1TT1TT1TT1TT11/|x
0 00O0OT1TT1T1TT1TO0OO0OO0OO0OT1T1T 1 1|x
0011 0O0T1TT1TO0O0TT1TO0QO0OT11|x
0101 010T1TO0T1O0T1O0T1TO01]|x;
01 000O0O0OT1TT1TO0OTO0OTITO0OT1O0]|Ff
Durch Verschmelzen gleicher Tabelleneintrige erhilt man
0 1 X0
0 1 0 1 X1
0 1 0 1 0 1 0 1 | x
0‘10‘10‘10‘10‘10‘10‘10‘1)@
01 000O0OO0OT1TTSO0OTO0OTITO0OT1O0]|Ff

Um den Wert von f fiir eine bestimmte Belegungen v = (vq, vy, vo,v3) aus der Tabelle zu ermit-
teln, kann man nun binire Suche verwenden. Ist v = 0, so sucht man in der linken Hilfte der
Tabelle. Fiir vi = 1 macht man in der rechten Hilfte der linken Hilfte weiter und so fort, bis
man nach viermaliger Fallunterscheidung bei einem einzelnen Wert in der untersten Zeile der
Tabelle angelangt ist, der dann den Wert von f(v) angibt. Die Baumstruktur dieser Fallunter-
scheidungen kann man als bindren Baum darstellen
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Die Blitter dieses Baumes entsprechen den Funktionswerten von f. Ein gestricheltes Blatt steht
dabei fiir eine 0 und ein Blatt mit durchgezogener Umrandung fiir eine 1. Innere Knoten auf
einer Ebene entsprechen den Zeilen der Tabelle, sind also genau einer Variablen zugeordnet.

In der Tabelle sind die Werte linear angeordnet. Um bei den folgenden Umstrukturierungen
des Baumes diese Ordnung zu erhalten, miiften die Nachfolger eines Knotens unterschiedlich
markiert werden. Dies geschieht entsprechend der Fallunterscheidung, die man bei Auswertung
des Baumes an einem Knoten treffen wiirde. Ist der Nachfolger dadurch gegeben, dall man fiir
die zugeordnete Variable eine 0 gewihlt hat, dann ist die verbindende Kante gestrichelt. Falls
die Variable 1 ist, dann verwendet man eine durchgezogene Kante. Man spricht auch von 0-
Nachfolger im ersten bzw. 1-Nachfolger im zweiten Fall.

Dieser Baum ist ein OBDD (Ordered Binary Decision Diagram — geordnetes Binéres Ent-
scheidungsdiagram). Allgemeine BDDs erhilt man, wenn man die strikte Zuordnung von Varia-
blen zu Ebenen des Baumes aufhebt und statt dessen jeden Knoten mit einer beliebigen Variable
markiert. In diesem Abschnitt werden aber nur OBDDs betrachtet.

‘ BDD + Variablenordnung = OBDD

Zunichst hat diese Darstellung einer Booleschen Funktion als Baum keine Vorteile gegen-
iber einer Darstellung als Wertetabelle. Man muf3 sogar zusitzlich die Markierungen und inne-
ren Knoten abspeichern. Sieht man sich jedoch die Struktur des Baumes genauer an, so stellt
man fest, daB} hier sehr viel Redundanz enthalten ist.

Die Hauptidee besteht nun darin, den Baum als gerichteten, azyklischen Graphen (DAG —
acyclic directed graph) aufzufassen und isomorphe Teilgraphen nur einmal abzuspeichern.

4“
-
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Ersetzt man die beiden mit grau unterlegten Teilgraphen durch nur eine Kopie, so erhilt man
den OBDD
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a. Algebraische Reduktion b. Elimination redundanter Knoten

Abbildung 3.2: Operationen zur Normalisierung von BDDs.

Hier ist der Baum an einer Stelle zum echten DAG geworden. Jedoch ist es in diesem Fall
wieder moglich, den OBDD in einen Baum zu verwandeln. Der grau gekennzeichnete Knoten
hat dieselben Nachfolger. Es ist deshalb unerheblich, welchen Wert die Variable x| bei dieser
Fallunterscheidung hat, und der Knoten samt den Kanten zu seinen Nachfolgern (der gesamte
grau unterlegte Teil des letzten Graphs) kann weggelassen werden. Wenn man noch den 1-
Nachfolger des Wurzelknotens entsprechend ,,umbiegt®, so erhilt man

Hier werden zwei Operationen auf BDDs verwendet, die auch als ,,Algebraische Reduktion*
und ,,Elimination redundanter Kanten* bekannt sind (vergl Abb. 3.2). Mit anderen Worten
entsprechen diese dem

1. Verschmelzen isomorpher Teilgraphen
2. Loschen von Knoten mit zwei gleichen Nachfolgern

Diese werden nun solange angewandt, bis sich der Graph nicht mehr dndert. Dies liefert einen
maximal reduzierten OBDD, der dann ROBDD (reduced OBDD - reduzierter OBDD) genannt
wird.

‘ROBDD = maximal reduzierter OBDD ‘

Durch Zusammenfassen der grau unterlegten bzw. umrandeten Teilgraphen des letzten OBDD
erhilt man den linken der folgenden OBDDs
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Der rechte OBDD geht durch Verschmelzen der Beiden 0-Blitter mit sofortigem Loschen des
dadurch entstehenden redundanten Knotens sowie Loschen des redundanten grau unterleg-
ten Teilgraphen hervor. Weitere Anwendungen der Reduktionsoperationen (insbesondere Ver-
schmelzen der Blitter) erzeugt die OBDDs

Der letzte OBDD ist maximal reduziert, da keine der beiden Operationen mehr anwendbar ist.
Er ist damit ein ROBDD und bildet die, wie spiter gezeigt wird, eindeutige Normalform fiir
die Beispielfunktion f unter der gewihlten Variablenordnung xg < x; < xp < x3. Fiir andere
Variablenordnungen muf} dieser ganze Prozefl wiederholt werden und liefert im allgemeinen
einen anderen ROBDD. Fiir die Variablenordnung x; < xy < x3 < x, erhélt man den rechten der
beiden folgenden OBDDs

&@ i b

Der Graph links entsteht aus dem ROBDD fiir f mit der ersten Ordnung durch Loschen aller
Kanten, die zum (einzigen) 0-Blatt gehen (diese sind in der ersten Version des ROBDDs grau
unterlegt). Dies dient nur der besseren Darstellbarkeit, und entsprechend ist der ROBDD fiir
die zweite Variablenordnung zu interpretieren. Fehlt ein Blatt bei einem OBDD, so erhilt man
formal den entsprechenden vollstindigen OBDD, indem man dieses fehlende Blatt hinzufiigt
und alle fehlenden Kanten auf dieses Blatt richtet.

Was die Variablenordnung betrifft, zeigt dieses Beispiel auch, daf} die Grofle eines ROBDDs
fiir eine Boolesche Funktion f abhéngig ist von der Variablenordnung. Fiir die erste Variablen-
ordnung besteht der ROBDD aus sechs inneren Knoten, wogegen der ROBDD fiir die zweite
Variablenordnung aus acht inneren Knoten besteht. Spiter werden noch weit dramatischere
Beispiele folgen, bei dem eine schlechte Wahl der Variablenordnung zu einem exponentiell
grolen ROBDD fiihrt (in der Anzahl Variablen), obwohl es eine Variablenordnung gibt, fiir die
der ROBDD sogar linear grof3 bleibt.
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3.4 Die Algebra FBDD

In diesem Abschnitt wird eine neue Formalisierung der (RO)BDDs vorgestellt. Sie stellt nicht
die Graphenstruktur der (RO)BDDs in den Vordergrund, sondern betrachtet (RO)BDDs als freie
Termalgebra modulo eines Termersetzungssystems.

Fiir den Nachweis der Normalformeigenschaft von (RO)BDDs und die Korrektheit der noch
anzugebenden Algorithmen reicht diese abstrakte Sichtweise vollig aus. Das Zusammenlegen
(engl. ,,to share*) von gemeinsamen Teiltermen muf} erst dann betrachtet werden, wenn man zu
giinstigen Komplexititsaussagen gelangen will. Dies ist Thema der Implementierung von freien
Algebren modulo eines Termersetzungssystems, was in Abschnitt 3.5 behandelt wird.

Diese Vorgehensweise erlaubt einmal eine einfachere (algebraischere) Behandlung der Nor-
malformeigenschaft. Dariiber hinaus 146t sich so eine Briicke zwischen Implementierungstech-
niken fiir BDDs und fiir allgemeine kanonische Termersetzungssysteme schlagen.

Definition 3.1 (Algebra FBDD) Die freie Termalgebra
FBDD = (0, 1, +O—, O, O~ ...)

mit den zweistelligen Operatoren ~<D— fiir i € N, und den beiden Konstanten O und 1 heife
die Menge der freien bindren Entscheidungsdiagramme (kurz FBDDs fiir engl. ,,free binary

lo(f):=g, hi(f):=h und top(f):=i

Wie in Definition 2.20 fiir IBEX wird eine Untertermordnung ,,<‘ bzw. ,,<* definiert.

Definition 3.2 (Untertermordnung auf FBDD) Auf FBDD wird mit ,,<“ (bzw. ,,<*“) die Un-
tertermordnung bezeichnet. Dabei sei ,,<* definiert als die kleinste transitive Relation, mit

g,h,0,1< g~{D—h, fiirg,hc FBDD, i€ N

., < “ ist die reflexive Hiille von ,,< “.

Die GroBe eines FBDDs spielt eine wichtige Rolle bei der Beurteilung der Komplexitit von
Algorithmen fiir FBDDs (es werden im wesentlichen spiter nur Algorithmen fiir die einge-
schriankte Klasse der ROBDDs betrachtet, fiir die die folgende Definition aber auch zutrifft).

Definition 3.3 (GroBe eines FBDDs) Zu f € FBDD sei

f1:=[{g € FBDD | g < f}|

definiert als die Grolle von f.

Die Grofle eines FBDDs wird also nicht als die Anzahl Knoten im ,,Termbaum‘ definiert, son-
dern als die Anzahl verschiedener Unterterme. Wie sich spéter in Abschnitt 3.5 herausstellen
wird, stimmt diese GroB3e exakt mit der Groe des Graphen iiberein, den man als Reprisentation
fiir den Term in der SCAM (siehe Abschnitt 3.5) erhiilt.
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Definition 3.4 (Variablen eines FBDDs) Es sei var(f) C N fiir f € FBDD, mit
var(0) :=var(1) := 0, var(g--O—h) :=var(g) U {i} Uvar(h)
Fiir fi,..., fn € FBDD definiere als Abkiirzung

var(fi,...., fn) = var(fi)U...Uvar(fy)

Im Vergleich zum vorigen Abschnitt fillt auf, da hier die Variablen var(f) eines FBDDs f
nicht als Markierungen der inneren Knoten auftreten, sondern einer Operation in der Algebra
entsprechen. Wenn im weiteren Verlauf der Arbeit dennoch von den Variablenmarkierungen
gesprochen wird, dann ist damit die natiirliche Zahl gemeint, die in der Operation auftaucht
(z.B.iin g-~(—h). Somit sei also auch erlaubt, natiirliche Zahlen als Bezeichner fiir Variablen
zu verwenden.

Weiter wurden im vorigen Abschnitt nur ,,geordnete” BDDs betrachtet. Hierzu wird eine
Ordnung auf den FBDDs definiert:

Definition 3.5 (Ordnung auf FBDD) Fiir f,g € FBDD sei
f2g = [f#{0,1},8€{0,1} oder f,g&{0,1}, top(f) < top(g)

und ,,< “ sei die reflexiv-transitive Hiille von ,, = .
Z=

In dieser Ordnung sind die Konstanten O und 1 die groten Elemente. Sonst wird die Ordnung
von der ,,obersten* Variable bestimmt. Warum die Konstanten unnatiirlicherweise die grof3ten
Elemente sind, wird aus der Diskussion zur folgenden Definition klar.

Definition 3.6 (Algebra OBDD) OBDD C FBDD ist die grofite Menge, so daf3
fiir alle f = g-~@O—h € OBDD ist f < g, f <hund g,h € OBDD (3.1)

Die Elemente von OBDD heifien geordnete binire Entscheidungsdiagramme (kurz OBDD:s fiir
engl. ,,ordered binary decision diagrams*).

Mit anderen Worten ist ein FBDD ein OBDD genau dann, wenn sich die Indizes der Operatio-
nen (die Variablen) antimonoton bez. der Untertermordnung verhalten. Oder noch anschauli-
cher, jeder Unterterm ist eine Konstante oder ist mit einer groleren Variable als all seine Va-
terterme beschriftet. Diese Antimonotonie wirkt auf den ersten Augenblick etwas unnatiirlich.
Andererseits betrachtet man so die Fallunterscheidungen, die durch einen BDD reprisentiert
werden in ihrer natiirlichen Ordnung: ,,die kleinste Variable kommt als erstes dran*. Als Folge
dieser Festlegung wird im folgenden in Induktionsbeweisen nicht iiber die Variablen induziert,
sondern iiber den Termaufbau.

Die Menge OBDD ist nur noch eine partielle Algebra, da nicht alle Operationen fiir alle Ele-
mente definiert sind. Insbesondere kann die Operation ~~(— auf kein f € OBDD angewendet
werden, fiir das top(f) < i, da sonst das Resultat nicht mehr geordnet ist.
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Bei der informellen Darstellung der Reduktion von BDDs im vorigen Abschnitt, wurde ne-
ben der algebraischen Reduktion (vgl. Abb. 3.2.a), die erst bei der Implementierung zum Tra-
gen kommt (siehe Abschnitt 3.5), auch die Entfernung eines Knotens mit gleichen Nachfolgern
betrachtet. Diese Operation kann nun als Termersetzungsregel definiert werden.

Definition 3.7 Auf FBDD werde das folgende Termersetzungssystem betrachtet
D=t =t (3.2)

Die Reduktionsrelation bez. (3.2) sei mit ,,~ “ bezeichnet. Da das Termersetzungssystem lokal
konfluent und noethersch ist, besitzt jedes f € FBDD eine Normalform f, mit f ~* f, auf die
3.2 nicht mehr anwendbar ist.

In /Dershowitz und Jouannaud, 1990, Deussen, 1992/ findet man die Definition der fiir die Ter-
mersetzungssysteme verwendeten Begriffe. Die Reduktion nach Gleichung (3.2) 148t sich auch
in OBDD ausfiihren:

Lemma 3.8 (Reduktion auf OBDD) Fiir alle f € OBDD ist f € OBDD.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, daB fiir f ~» g und f € OBDD auch g € OBDD. Um dies formal
zeigen zu konnen, bendétigt man eine Formalisierung von Termersetzungssystemen, was hier
nicht getan werden soll. Weniger formal argumentiert, kann man feststellen, dall bei einem
Ersetzungsschritt mit (3.2) ein Unterterm nur durch einen ,,groferen (bez. der Ordnung ,,<“
auf FBDD) ersetzt werden kann. Die Bedingung (3.1) an Elemente aus OBDD kann dadurch
nicht verletzt werden. U

Die Normalformen bez. (3.2) bilden die im weiteren betrachtete Menge der ROBDD:s.

Definition 3.9 (Menge ROBDD) ROBDD := {f € OBDD | f = f}. Dies ist die Menge der
reduzierten geordneten Entscheidungsdiagramme (kurz ROBDD:s fiir englisch ,, reduced ordered
binary decision diagrams*).

v

Es sei gleich darauf hingewiesen, daf} diese Menge von Entscheidungsdiagrammen am wich-
tigsten fiir den Rest der Arbeit ist, so da hierfiir die Abkiirzung BDD := ROBDD eingefiihrt
wird, und im folgenden anstatt von reduzierten geordneten BDDs (ROBDDs) nur einfach von
BDDs gesprochen wird.

Wie schon mehrfach erwihnt, bilden die ROBDDs eine Normalform fiir boolesche Aus-
driicke (boolesche Funktionen). Um dies formalisieren zu konnen, muf3 man fiir eine Abbildung
von booleschen Ausdriicken auf BDDs und umgekehrt sorgen (vergleiche Abb. 2.2). Dazu be-
notigt man zunéchst eine ,,Allokation* der Variablen. Das ist eine Abbildung der Variablen W
der booleschen Ausdriicke auf natiirliche Zahlen:

Definition 3.10 (Allokationen fiir B") Die Menge der Allokationen 2V fiir BV besteht aus
den partiellen, injektiven Abbildungen A: W — N.
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Die Menge der Allokationen ist somit iiberabzihlbar. Da aber die betrachteten booleschen
Ausdriicke immer nur endlich viele Variable enthalten, ist dies vernachldssigbar. Man konnte
2V auch auf solche A mit endlichem domain(A) einschriinken. Weiter schreibe im folgenden
auch 4 := 2%, wenn keine Verwechslungsgefahr besteht.

Diese explizite Verwendung von Allokationen ist in der Literatur selten. Sie treten in dhn-
licher Form immer dann auf, wenn formal Aussagen iiber verschiedene Variablenordnungen
getroffen werden sollen, wie z. B. in /Bern et al., 1995/. Ansonsten werden die Knoten in den
BDDs immer mit den Variablen direkt markiert. Bei ROBDDs wird eine implizite lineare Ord-
nung auf den Variablen verwendet.

Definition 3.11 (FBDD Semantik) Fiir eine Allokation A € 2V, definiere
(-Ya: FBDD — BY
als partielle Funktion, mit
domain({-}4) = {f € FBDD | var(f) C range(4)},
rekursiv iiber den Termaufbau
(0)a:=0, (1)a:=1, (g~D—h)s:=-A""()A(gha VA (D) A (M)a-
Im letzten Fall ist dies gerade ,,ite(A~'(i), (h)a, (g)) .

Dies ist wohldefiniert, da {-) 4 nur definiert sein soll, wenn A fiir die Variablen des Argumentes
auch definiert ist. In diesem Fall gilt dies auch bei inneren Knoten fiir die Nachfolger. Wegen
der Injektivitit von A ist dann A~!(i) immer eindeutig bestimmt. Als erstes Miniresultat erhilt
man

a. (gha{xrst} =(g)a, fiirallexc W\A~!(var(g)), t € BY
b (f)a{A™!()) = 0} =(g) und (f)a{A7"()) = 1} = (h)

fiir eine Allokation A € 4, mit range(A) 2D var(f).

Beweis:

a. (Induktion iiber Termaufbau von g) Im Induktionsanfang ist g € {0, 1}, so da} unmittelbar
die Behauptung folgt. Im Induktionsschritt sei g = go-~—g;. Mit der Voraussetzung
an g gilt x # j, x ¢ A='(var(go)) und x ¢ A=!(var(g;)). Somit greift die Induktionsvor-
aussetzung und man erhélt

(godatx =1} =(g0)a  (gi)alx—1} =(g1)a
Mity := A~!(j) # x ist nun
(ghafx—tt = (=yA{goda V yA{gi)a){x—1}
“yA{goYatlx =t} V yA{g1)a{x— 1}
—yA{go)a V yA{g1)a = (g)a
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b. Aussage a. trifft auf g und 2 mit x := A~ (i) und ¢ € {0, 1} zu, so daB

(afx—=1t = (xA{ghaVxA(h)a){x — 1}
= AA(g)a{x— t}VIA(h)a{x— 1t}
“tA{g)a VA (h)a nach a.

_ {_'O/\<<g>>AVO/\<<h>>A7 f=0} _ {({g))A, r=
IA{g)aVIA(h)a, t=1 - (h)a, t=1

Q

Die Konvention, dal der Null-Nachfolger (lo(f)) in der Graphendarstellung zumeist links steht
(sozusagen der linke Nachfolger ist), findet man héufig in der Literatur (und auch in Implemen-
tierungen!). Die Semantik dargestellt als ,,ite* vertauscht aber die Reihenfolge der Argumente,
so daB man an dieser Stelle beim Ubergang von Graphendarstellung zur Semantik sehr vorsich-
tig sein muB.!

Fiir die Umkehrung soll nur eine Abbildung |-||,: B¥ — ROBDD (vgl. Abb. 2.2) betrach-
tet werden, die rekursiv iiber der Termstruktur von BY definiert wird. Andere in der Literatur
zu findende Abbildungen sind nicht so interessant, da sie entweder nur ein Spezialfall der hier
betrachteten sind oder aber bei einem Rekursionsschritt schon exponentiellen Aufwand verur-
sachen. Auf diese Problematik wird in dieser Arbeit nicht weiter eingegangen. Statt dessen sei
auf /Sieling, 1995/ verwiesen.

Fiir die rekursive Definition von |||, braucht man auf seiten von ROBDD entsprechende
Operationen —gpp und Agpp fiir die booleschen Operationen — und A. Diese werden in Form
von Algorithmen (siehe Abb. 3.3) angegeben, die in einer pseudo-funktionalen Programmier-
sprache ¥ geschrieben sind (vgl. Abschnitt 3.5).

Fiir die Negation kann man auch eine globale (algebraische) Definition geben.

_'BDDf = f{0|—> 1, 1 |—>0},

wobei die hier angegebene Substitution als homomorph fortgesetzt auf ganz FBDD zu verstehen
ist, dhnlich wie in Definition 2.4. Die fehlende Operation cf ist in Abbildung 3.4 zu finden. Thre
Bedeutung verdeutlicht Abbildung 3.5. Sie wird in den betrachteten Algorithmen nur mit
der Vorbedingung verwendet, daf3 die oberste Variable des BDDs f des ersten Argumentes
immer groBer oder gleich dem zweiten Argument ist. In diesem Fall zerlegt ,,cf* den BDD f
in seine Nachfolger, wenn die oberste Variable mit dem zweiten Argument i tibereinstimmt.
Ansonsten liefert sie das erste Argument unverdndert zuriick. Das Ergebnis sind die Kofaktoren
(s. Def. 2.8) von f bez. der Variablen m.

Diese Operation vereinfacht im Vergleich zu /Bryant, 1986/ die Darstellung der Algorith-
men wesentlich. Wenn man sie nicht benutzt, muf3 man ansonsten z. B. beim ,, Agpp*“ die drei
Fille aus Abbildung 3.6 explizit bearbeiten. Bei BDD-Algorithmen mit drei Argumenten, wie
dem itegpp werden daraus sogar 7 Fallunterscheidungen! Die Idee, eine zusitzliche Operati-
on hier zu benutzen, stammt aus der BDD-Bibliothek von Long (/Long, 1994/). Dort ist es
das C-Makro BDD_ COFACTOR. Sonstige Erwidhnungen in der Literatur konnten nicht gefunden
werden. In allen anderen dem Autor bekannten Implementierungen

'In einer vom Autor implementierten BDD-Bibliothek, die als Alternative zu anderen Bibliotheken vom Mo-
dellpriifer ucke verwendet werden kann, wurde dieser Fehler an zwei unabhéngigen Stellen begangen, was jedes-
mal tiber 10 Mannstunden Fehlersuche bedeutete.
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e f Ji= if /=0 then 0

if f=0 then 1 else if /=1 then g
else if f=1 then 0 else
else [eerliD—

[~y where

m = min{top(f),top(g)}

where
m = top(f) L =[foAeoo 20
! = ool ¢ = [firems]

—[= : where
"= BDDhI(f) (f07f1) :Cf(f7m)
(g07g1) = Cf(gam)
a. Negation b. Logisches ,,Und*

Abbildung 3.3: —gpp : ROBDD — ROBDD und Agpp : ROBDD? — ROBDD

cf(f,m) | == if f=0o0r f=1 or top(f) >m then (f,f) else (lo(f),hi(f))

Abbildung 3.4: cf: ROBDD x N — ROBDD?  (top(f) > m)

o o=

a. top(f)>m b. top(f)=m

Abbildung 3.5: Die zwei Fille fiir cf(f,m) = (fo, f1)-

Abbildung 3.6: Fallunterscheidung bei BDD-Algorithmen mit zwei Argumenten.
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¢ /McMillan, 1993b/ bzw. /McMillan, 1993a/,

dem Tiger System von DEC,
/Janssen, 1993/ bzw. /Janssen, 1996a/ und

e /Brace et al., 1990/

gibt es keine entsprechende Funktion, obwohl natiirlich #hnliche Uberlegungen dazu fiihren,
daf nicht alle Fallunterscheidungen durchgefiihrt werden miissen.

Zur Vereinfachung triagt auch die Verwendung von Termen statt Graphen bei. Man kann
hier Terme als Grunddatentyp verwenden und muf} diese nicht durch Pascal-Verbunde wie in
/Bryant, 1986/ darstellen. Dies erlaubt auch eine einfachere formale Verifikation dieser Algo-
rithmen, was aber erst in Abschnitt 3.8.4 geschehen soll, da die hier vorgestellten Algorithmen
ein Spezialfall der dort behandelten sind. Hier soll nur folgendes festgehalten werden:

Satz 3.13 (Korrektheit der Algorithmen ,,—pp‘ und ,, Agpp*‘)
Sei f,g € ROBDD und A € 4 mit range(A) D var(f,g), so gilt

{ 7Bon f)a =~(f)a {(f Asoo gha = (fha N {g)a
und f Nepp &, ~soof € ROBDD.

Beweis: Dieser Satz ist eigentlich ein Korollar zu Satz 3.19. Hier wird nur eine verkiirzte
Begriindung gegeben. Zunéchst terminieren die Algorithmen. Der Algorithmus fiir —gpp tri-
vialerweise und der Algorithmus fiir Agpp, da bei jedem Rekursionsschritt durch ¢f mindestens
ein Argument eine grofiere oberste Variable top(-) hat, als das entsprechende Argument in der
aufrufenden Prozedur und die Menge der Variablen nach oben beschriinkt ist. Zwischenresulta-
te werden ,,on the fly* reduziert, so dafl das Endergebnis auch reduziert ist (ndheres entnehmen
man Abschnitt 3.5). Weiter sind die obersten Variablen top(/) und top(r) der Zwischenergeb-
nisse immer grofer als m in der entsprechenden Prozedur oder / oder r sind Konstanten. Damit
ist das Ergebnis jedes Aufrufes und somit auch das Gesamtergebnis immer geordnet. Die Aqui-
valenzaussagen folgen nun mit Gleichung (2.8) von Seite 15 und Lemma 3.12.b.  Q

Unter Verwendung der beiden in Form von Algorithmen vorgestellten Operationen ,,—gpp““ und
»/Agpp’* 1st es nun moglich, einen booleschen Ausdruck konstruktiv in einen ROBDD zu iiber-
setzen (vgl. Abb. 2.2).

Definition 3.14 (Ubersetzung von B" nach ROBDD)
Il,: BY — ROBDD

ist fiir A € 4 eine partielle Funktion, die fiir alle s € BV definiert ist mit domain(A) D free(s),
und zwar rekursiv durch

”O”A =0, ||1||A =1, ”x”A = O""@‘lv xeW, A(x) =i

[=slla = =woollsllas s Atlla:= lisla Asoo [I2]l4
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Nun kann man sich fragen, wie sich die Semantik eines aus einem booleschen Ausdruck ge-
wonnenen BDD zum urspriinglichen booleschen Ausdruck verhilt. Wie zu erwarten, sind beide
booleschen Ausdriicke semantisch dquivalent, was der nédchste Satz zeigt.

Satz 3.15 Vs € BY | A € 4, domain(A) D free(s). (Is|ada=s

Beweis: (durch Induktion iiber Termaufbau von s) Fiir s € {0, 1} ist nichts zu zeigen. Sei nun
s =x € W. Dann gilt fiir i := A(x)

(lxl 4 )a = (0O (D— 1ha=-2xA(0)aVXA(1)a = xA0OVXALl=x

Nun betrachte —s. Es gilt

(I=slada = (—soolslla)a  Definition
= (lslya 313
= - Induktionshypothese + (2.6)
und fiir s A ¢ ist
(IsAtllada = (lsllaAsoo [12])a Definition
= (Isladar(lrlada— 3.13
= SAt Induktionshypothese + (2.7)

Q
Mit Lemma 3.17 erhélt man so die fundamentale Eigenschaft von ROBDDs als Korollar

Korollar 3.16 (Normalformeigenschaft von ROBDD) Fiir alle s,t € BV gilt
s=t = sy =1zl

fiir alle A € 4, mit domain(A) D free(s) Ufree(t).

Beweis: Fiir s = ist nach Satz 3.15

(lsliada =s=1=(lrla)a

Lemma 3.17.a liefert den Rest. Q4

Lemma 3.17 Fiir alle f,g € ROBDD (f = f und g = g)

a (fJa=(gha = f=¢
b. f=foO—fi = A71(i) crel({f)a)
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Beweis: (durch simultane Induktion iiber Termaufbau von f und g) Fiir f,g € {0, 1} ist nichts
zu zeigen. O.B.d.A. Sei nun f = fo--O—f;. Fiir b. nehme man x := A~1(i) ¢ rel({f)4) an.
Dann gilt zunéchst

(a{x—= 0} =(Hafx—1}

Die Definition von ,,{- )4 eingesetzt, ergibt

(foda =—0A(fo)aVOA(fi)a=—1A{fo)aVIA{fi)a=(f1)a

A

Die Induktionshypothese Teil a. ergibt nun f; = f; im Widerspruch zu f = f. Dies zeigt den In-
duktionsschritt fiir Teil b. Fiir den Beweis des Induktionsschrittes fiir Teil a. gelte ()4 = (g)a-
Ist g € {0, 1}, dann gilt rel({g)4) = 0. Das ergibt mit dem Bewiesenen rel({g)a) # rel({f)a)
im Widerspruch zu Satz 2.14 und der Voraussetzung. Sei also nun weiter g = go~-)—g; und
y:=A71(j). Um zu zeigen, daB i = j, nehme (0.B.d.A. i < j) i < j an. Da g geordnet ist und
somit x ¢ A~ (var(g)), folgt

x ¢ rel((g)a) C free((g)a) = A~ (var(g))

Die Induktionshypothese Teil b. liefert aber x € rel({f)4), was mit der Voraussetzung einen
Widerspruch zu Satz 2.14 ergibt. Damit ist also x = y, und die Definition von ,,{-)4* ergibt

XA foda VXA(fi)a={fa=(g)a=~xA{go)aVxA{gi)a

Nun sei py eine beliebige Variablenbelegung

[{fo)alpw = [-O0A(fo)a VOA{fi)alpw Definition
[(=xA{foda VA {fi)a){x— O} pw
= [xA{fodaVxr{fi)alpw{x— 0} 2.11

[{f)alpw P = pwix— 0}
ghalpw Voraussetzung
[(mxA{go)a VxA{g1)a){x— O} pw 2.11
= [-0A{go)aVOA{gi)alpw
[{go)alpw

Analog zeigt man die Aquivalenz von {f1 )4 und (g1 )4. Das ergibt mit der Induktionshypothese
Teil a. beidesmal fy = gound f; = gj,sodaBauch f=g. Q4

Aus diesem Lemma erhilt man zusatzlich

Korollar 3.18 Fiir f €¢ ROBDD, A € 4, range(A) 2 var(f) gilt
rel((/)a) = A7 (var(f)),

was bedeutet, daf in einem BDD genau die Variablen enthalten sind, von denen der Wert des
entsprechenden booleschen Ausdrucks abhingt. Die Ordnung der BDDs in Lemma 3.17 ist
eine notwendige Voraussetzung, wie folgendes Beispiel zeigt (vgl. Abb. 3.7.a):

<<(() ..... D— 1) ..... Q— 1>>A5x1\/x25<<(0 ..... Q— 1) ..... D— 1>>A
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s
-
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v v v v
/ / / /
/ / / /
/ / / /
Il Il Il Il
v ;i v v
] ] ] ]
/ / / /
/ / / /
/ / / /
v v v v
0 1 0 1 0 1 0

a. b.

Abbildung 3.7: Beispiele fiir FBDDs (als Graphen)
wobei W = {xg,x1,...} und A € 2 mit A(x;) := i. Dies falsifiziert Teil a. fiir nicht geordnete

BDDs. Fiir Teil b. reicht ein leicht modifiziertes Beispiel aus (vgl. Abb. 3.7.b)

<<((() ..... D— 1) ..... Q— 1) ..... B)— ((() ..... Q— 1) _____ D— 1>>>AEX1\/X2

Diese Beispiele stammen sogar aus der eingeschrankteren Klasse der ,,Read-Once-BDDs*, bei
denen auf jedem Pfad von der Wurzel zu einer Konstanten jede Variable hochstens einmal auf-
treten darf.




3.5 Eine abstrakte Maschine fiir BDD-Algorithmen 59

Kompilation
Programm aus # = Programm aus Fscay
Abstraktes
Abarbeitungsmodell SCAM

Abbildung 3.8: Kompilation von # nach Fgcay.

3.5 Eine abstrakte Maschine fiir BDD-Algorithmen

Die Algorithmen aus Abb. 3.3 wurden in einer pseudo-funktionalen Programmiersprache ¥ be-
schrieben. In diesem Unterabschnitt sollen die Grundziige einer abstrakten Maschine SCAM
(vgl. Abb. 3.9) fiir Sharing and Caching Abstract Machine vorgestellt werden, die diese Algo-
rithmen effizient implementiert.

Abstrakte Maschinen konnen dazu beniitzt werden, ein unter Umstidnden kompliziertes Ab-
arbeitungsmodell (die operationale Semantik) einer hoheren Programmiersprache auf einem
hohem Abstraktionsniveau zu beschreiben (vgl. /Kogge, 1991/). Dabei wird eine Abbildung ei-
nes Programmes der hoheren Programmiersprache auf ein Programm der abstrakten Maschine
angegeben. Diese Abbildung wird auch Kompilation genannt. Bei der SCAM spielt # die Rolle
der hoheren Programmiersprache und die SCAM selbst versteht nur Befehle der Programmier-
sprache Fgcay. Dies wird noch einmal in Abb. 3.8 verdeutlicht.

Die Kompilation von # wird hier nicht ndher betrachtet. Statt dessen stehen die speziellen
Befehle von #gcay und Implementierungsfragen der SCAM im Mittelpunkt.

3.5.1 ,,Worst-Case** Komplexitiit einer naiven Implementierung

Betrachtet man den Algorithmus fiir ,, Agpp‘‘ aus Abb. 3.3.b, so stellt man fest, da} die An-
zahl rekursiver Aufrufe nc(Agpp,n) fiir n := | f| + |g| bei Berechnung von Agpp(f,g) auf einer
normalen abstrakten Maschine fiir funktionale Programmiersprachen folgenden Ungleichungen
geniigt

1 flirn <2
nc(Asoo, ) < { 2-nc(Agpp,n—1) sonst (3-3)

1 fiirn <2
nc(Agpp, ) > { 2-nc(Agpp,n—2) sonst G4

Als untere und obere Schranke in ,,0*-Notation (vgl. Abschnitt A.6) erhédlt man dann
nc(Asop,n) = Q2HD/2l und  ne(Agpp,n) = O(2"72)

d. h. der Algorithmus verhilt sich immer exponentiell in der Grole der Argumente. Auf
der anderen Seite stellt man fest, daB es sehr viel weniger Kombinationen von Argumenten
gibt, die wirklich bei der Auflosung der Rekursion vorkommen konnen, ndmlich hochstens
7] -1g| = O(n?). AuBerdem ist der beschriebene Algorithmus , seiteneffekt“-frei, wie es sich
fiir eine saubere funktionale Programmiersprache gehort. Daraus ergibt sich die Konsequenz,
daf} bei gleichen Argumenten der Algorithmus auch das gleiche Ergebnis liefern mufl. Man
sollte also deshalb mehrfach vorkommende identische Aufrufe nur einmal ausfiihren (dhnlich
der algebraischen Reduktion selbst!).
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3.5.2 Ergebnisspeicher (cache)

Deshalb sieht die abstrakte Maschinen SCAM einen Ergebnisspeicher (engl. cache) vor. Sie
merkt sich zu jedem rekursiven Aufruf die aktuellen Parameter und bei der Riickkehr (return)
von einem rekursiven Aufruf wird das Ergebnis zusammen mit den Parametern und dem Na-
men der aufgerufenen Funktion im Ergebnisspeicher abgelegt. Bevor nun der rekursive Aufruf
(call) tatsdchlich ausgefiihrt wird, schldgt die SCAM im Ergebnisspeicher nach, ob fiir diese
Funktion mit denselben Parametern nicht schon ein Ergebnis vorhanden ist. Im positiven Fall
kann sie unter Verwendung des schon berechneten Ergebnises mit dem nédchsten Befehl fortfah-
ren. Ansonsten mufl der Rumpf der Definition der aufgerufenen Funktion tatséchlich ausgefiihrt
werden.

Als Optimierung wird verlangt, da3 Nachschlagen im Ergebnisspeicher gewisse semanti-
sche Eigenschaften der berechneten Funktionen beriicksichtigt. Als Beispiel diene die Kommu-
tativitdt von ,, Agpp *, die aus der Kommutativitit von ,, A“ in BY nach Korollar 3.16 folgt.

fNeoo & = g&Aeon f (3.5

Hier hat man die Situation, dal bei Berechnung von f Agpp g auch das Ergebnis der Berechnung
von g Agpp f verwendet werden kann, da die Kommutativitit gerade aussagt, da das Ergebnis
in beiden Fillen dasselbe ist. Ist also das Ergebnis der Berechnung des zweiten Termes schon
im Ergebnisspeicher vorhanden, so sollte beim Nachschlagen fiir den ersten Term dieses als
Resultat geliefert werden. Weitere semantische Eigenschaften, die hier beriicksichtigt werden
sollten, finden sich bei den spiter vorgestellten Algorithmen.

Wo diese zusitzliche Funktionalitéit angesiedelt ist, ob in der Implementierung des Ergeb-
nisspeichers oder in der SCAM, ist prinzipiell egal. Der Einfachheit halber sei die erste Mog-
lichkeit gewihlt. Man konnte sogar soweit gehen, dall der Ergebnisspeicher auch die Basisfille
der einzelnen Algorithmen kennt, so dall auf Abfrage des Basisfall in den vorgestellten Algo-
rithmen zum Teil verzichtet werden konnte. Man hitte dann rekursiv beschriebene Algorithmen
ohne Rekursionsanfang! Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird diese Option hier aber nicht
wahrgenommen.

3.5.3 Termhalde (heap)

Die SCAM ist auch fiir die Generierung und Speicherung von Termen aus FBDD zustéindig.
Dazu verwendet sie eine Termhalde (engl. heap) kurz Halde, wie das bei abstrakten Maschi-
nen fiir PROLOG (/Warren, 1983, Kogge, 1991/) oder fiir funktionale Sprachen (/Jones, 1987/)
iiblich ist. Programme der SCAM konnen nur iiber Referenzen (Zeiger) auf die eigentlichen
Termknoten zugreifen. Das Erzeugen und Loschen von Termknoten ist der SCAM selbst vor-
behalten.

Was die Halde der SCAM von den Halden dieser abstrakten Maschinen unterscheidet, ist
die Zusicherung, dal kein Term zweimal vorhanden ist. Dazu muf} die SCAM bei Aufforderung
eines SCAM-Programmes, einen neuen Termknoten zu generieren (das wire der SCAM Befehl
generate(/- r)), die Halde durchsuchen, um festzustellen, ob der neu zu generierende
Termknoten nicht schon vorhanden ist. Ist dies der Fall, dann wird nur eine Referenz auf den
schon vorhandenen Knoten zuriickgeliefert. Ansonsten wird tatsidchlich die Halde vergroBert
und eine Referenz auf einen neu generierten Knoten zuriickgeliefert.

Man beachte, dal} hier auch die Reduktion der ,,Elimination redundanter Kanten* durchge-
fiihrt wird (vgl. Abb. 3.2.b). Hierzu wird sofort / (oder dquivalent r) zuriickgegeben, falls [ = r
bei Bearbeitung des Befehls generate(l- r) gilt.
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SCAM Programm
Kontrollstapel
Register | " generate(/- )
‘ pc ¢
call(Asop;, fo,80)
Halde SCAM
Bl -
Ergebnisspeicher

Abbildung 3.9: Architektur der SCAM

3.5.4 Die Architektur der SCAM im Uberblick

Neben der Halde und dem Ergebnisspeicher braucht die SCAM noch einen Kontrollstapel fiir
die Verwaltung der Rekursion und einen Registersatz fiir die lokalen Variablen in einer Funkti-
on, die durch das ,,where‘ Konstrukt definiert werden konnen. Die weiteren Befehle der SCAM,
z. B. zur Verarbeitung von Kontrollstrukturen, entsprechen denen anderer abstrakter Maschinen
(vgl. /Kogge, 1991/) und sollen hier auch nicht weiter behandelt werden. Eine Ubersicht iiber
die Architektur der SCAM findet man in Abb. 3.9. Ebenso sind dort die drei wichtigsten spezi-
ellen Befehle aus #c.y aufgefiihrt:

¢ generate(/- r)
e call(...)

[} return(”.)

Der erste wird bei Ubersetzung des Ausdrucks ,,/-@—r* erzeugt (vgl. Abb. 3.3). Der zweite
bei Ubersetzung eines rekursiven Aufrufes einer Funktion und der dritte beim Riicksprung aus
einer Funktion.

3.5.5 Implementierung der SCAM

In diesem Unterabschnitt werden Implementierungsaspekte der SCAM betrachtet. Diese sind
natiirlich fiir eine nicht SCAM-basierte Implementierung einer BDD-Bibliothek dennoch von
groBer Wichtigkeit.

Die SCAM stellt zwei nichttriviale Grundoperationen zur Verfiigung. Das ist einmal das
Nachschlagen im Ergebnisspeicher und zweitens die Suche nach schon vorhandenen Termkno-
ten in der Halde. Beides sind Suchaufgaben, die sehr hdufig anfallen, und auf einer sich stiandig
dndernden Datenmenge durchgefiihrt werden. Eine einfache Implementierung, die keine zu-
satzliche Struktur auf den Daten annimmt, wire sehr teuer, da ja im Mittel immer die Hilfte
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public class Object {

public int hashCode() ;

Abbildung 3.10: Die Hashfunktion fiir allgemeine Objekte in JAVA.

des ganzen Ergebnisspeichers bzw. der Halde durchsucht werden miifite. Die schnellste Varian-
te besteht darin, jeweils eine Tabelle fiir den Ergebnisspeicher und die Halde aufzustellen, die
indiziert wird durch die Argumente, nach denen gesucht wird. Bei der Halde wire dies eine
dreidimensionale Tabelle, d. h. eine partielle Funktion

tabyzge : Ref(ROBDD) x N x Ref(ROBDD) — Ref(ROBDD)

wobei Ref(ROBDD ) die Menge der Referenzen auf Termknoten der Halde darstellt. Wiirde man
diese Tabelle fiir eine Teilmenge von N tatsdchlich als Vektor (engl. array) aufstellen, so wire
dies wegen des wahrscheinlich hohen Anteils von nicht vorhandenen Knoten viel zu teuer. Nun
konnte man wie bei der Speicherung von Zustandsiibergangstabellen von pradikativen Parsern
(vgl. /Aho et al., 1986/) zu einer ,,verdichteten* Speicherung von taby,ge libergehen. In der
Praxis hat sich stattdessen bei BDD-Bibliotheken die Verwendung von ,,Hashing*-Techniken
als Kompromil} zwischen Suchgeschwindigkeit und Platzverbrauch als die giinstigste Losung
erwiesen. Dies ist auch die Vorgehensweise von allen dem Autor bekannten BDD-Bibliotheken
(s. Seite 53).

Was den Ergebnisspeicher angeht, gilt eine dhnliche Argumentation. Zusitzlich hat man
aber in diesem Fall die Moglichkeit, den Platz fiir die Speicherung der Hashtabelle frei zu wih-
len. So kann man in einem Extremfall tatsdchlich alle Ergebnisse speichern, oder im anderen
Extremfall gar keine. In /Brace et al., 1990/ wurde hierzu folgende Vorgehensweise vorgestellt.
Zunichst sollte die GroBe der verwendeten Hashtabelle fiir den Ergebnisspeicher relativ zu der
Anzahl existierender Termknoten wachsen (in der erwidhnten Arbeit hat sich ein lineares Ver-
hiltnis mit Faktor 1/4 als giinstig erwiesen). Zweitens wurde vorgeschlagen, dal man die Kol-
lisionen, die beim ,,Hashing* entstehen, nicht auflést, sondern den Eintrag in der Tabelle durch
das neu eingefiigte Datum iiberschreibt (,,write-through-cache*). Dadurch wichst die Tabelle
nur, wenn auch die Anzahl existierender Termknoten wichst.

In der BDD-Bibliothek von /Long, 1994/ wurde dies noch dahingehend erweitert, daf es in
der Hashtabelle pro Hashwert immer eine endliche Anzahl von Ausweicheintrigen fiir Kolli-
sionen gibt (in dem erwihnten System sind das genau 2). Weiter werden die zu speichernden
Ergebnisse noch priorisiert. Dafiir wird abgeschitzt, ob ihre Berechnung lange dauert oder
nicht.> Nun werden bei einer Kollision nur noch Eintrige mit niedriger oder gleicher Prioritit
iberschrieben.

Ein weiteres kleineres Problem besteht in der Implementierung der Hashfunktion. Am ein-
fachsten tut man sich damit, wenn man fiir die SCAM eine Implementierungssprache wihlt,
bei der Zeigerarithmetik erlaubt ist. Fiir Assembler, C oder C++ trifft das natiirlicherweise zu.
Fiir andere Sprachen wie PASCAL ist das schwieriger. Interessanterweise hat diese Problematik
aus dhnlichen Uberlegungen aber auch schon auf den Entwurf moderner objekorientier Spra-
chen wie JAVA abgefirbt. So stellt in JAVA (s. /Flanagan, 1996/) die oberste Klasse Object die

27Zum Beispiel wird Rumpf des Algorithmus relProd aus Abb. 3.25 eventuell ,, Vgpp “ aufgerufen. Das Spei-
chern von Ergebnisen dieser Operation kann nicht soviel Zeit sparen, wie das Speicher von Ergebnis von relProd.
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class BDDNode {
int _var;
BDDIdx _left, _right;

public:
int hash{()

{
return ROL(_left.hash(), 4) A _right.hash() A (_var << 2);

}

}s;

Abbildung 3.11: BDDNode: : hash aus der BDD-Bibliothek BDD.

Methode ,,hashCode* zur Verfiigung (s. Abb. 3.10). Diese Methode liefert zu einem Objekt
einen Hashwert, von dem angenommen wird, dal} er fiir verschiedene Objekte auch verschie-
den ist. LaBt sich dies in einer Implementierungssprache realisieren, so ist man auf der sicheren
Seite. Man kann sich natiirlich auch darauf zuriickziehen, nur Indizes statt Zeiger zu verwen-
den. Wobei dann die Halde als Vektor (array) implementiert wird, und eine Referenz auf einen
Termknoten nun einfach der Index des Termknotens in diesem Vektor ist.

In beiden Féllen stellt sich dennoch die Frage, wie die Hashwerte der einzelnen Referenzen

hwert umgerechnet werden. Ahnlich wie das bei der Berechnung von Hashwerten fiir Zeichen-
ketten der Fall ist (/Aho et al., 1986/), kann hier nur Austesten die im Mittel beste Methode ans
Tageslicht fordern. Als Beispiel soll hier in Abb. 3.11 die Hashfunktion der in C++ implemen-
tierten BDD-Bibliothek BDD (vgl. Seite 65) vorgestellt werden. Die Methode BDDNode : : hash
berechnet den Hashwert eines BDD-Knotens (oben Termknoten genannt). Dazu verwendet sie
den Wert der Variable _var, den Hashwert des O-Nachfolgers _left und des 1-Nachfolgers
_right. Nun werden diese drei Werte exklusiv verodert (in C++ ist das ,,”*) nachdem der
Hashwert des 0-Nachfolgers um 4 Bits nach links rotiert und der Wert der Variable um 2 nach
links verschoben wurde. Experimente mit anderen Parametern statt 4 und 2 ergaben im Mittel
mehr Kollisionen.

In diesem Zusammenhang kann auch geklirt werden, wie man in einer Implementierung
sicherstellt, dafl der Ergebnisspeicher z. B. die Kommutativitit von Agpp beriicksichtigt. Dies
geschieht einfach dadurch, daf} einer der beiden Aufrufe in Gleichung (3.5) von Seite 60 bevor-
zugt wird. Es wird 0.B.d.A. immer derjenige ausgewihlt, dessen linkes Argument den kleineren
Hashwert hat. Nur dieser ausgewihlte wird dann abgespeichert oder gesucht.

3.5.6 Speicherbereinigung

Bei unendlich viel Speicher, was implizit bis jetzt die Voraussetzung war, kann man sich den
Luxus leisten, nicht mehr benétigten, aber belegten Speicher nicht mehr wiederzuverwenden. In
der Realitiit hat man aber nicht unbegrenzt viel Speicher und auch gerade die Anwendungen von
BDDs erweisen sich als sehr ,,speicherhungrig®. So wurde in /Eiriksson und McMillan, 1995/
eine Workstation mit 1.5 GByte Hauptspeicher benotigt, um ein Hardwareprotokoll zur ,,cache
coherence* mit dem SMV-System zu verifizieren.

Auf der anderen Seite ist Speicherbereinigung kein Problem, wenn Objekte nur einmal re-
ferenziert werden. In diesem Fall kann der Speicherplatz eines referenzierten Objektes sofort
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wieder wiederverwendet (engl. ,,recycled‘) werden, wenn das einzige Objekt, das die Referenz
besitzt, selbst geloscht wird. Wenn nun aber manche Objekte von mehreren anderen Objekten
referenziert werden, muf3 man spezielle Algorithmen zur Speicherbereinigung (eng. ,,garbage
collection®) einsetzen.

Hierzu gibt es zwei Varianten (/Knuth, 1973/ und /Jones und Lins, 1996/). Die eine beniitzt
»Zahlen von Referenzen (engl. ,,reference counting*) bei der im Objekt selbst die Anzahl der
Referenzen auf dieses Objekt gezihlt werden. Wird solch ein Zahler auf 0 gesetzt, so wird
das Objekt geloscht und der belegte Speicherplatz kann sofort wiederverwendet werden. Dies
verkiirzt die Reaktionszeit des Gesamtsystems, was aber fiir die iiblichen Anwendungen von
BDDs unwichtig erscheint. Der Nachteil ist, da3 dieses Zihlen Zeit und Platz fiir den Zihler
kostet.

Die zweite Methode, auch indirekte Methode genannt, die als Spezialfille den ,,mark and
sweep‘ und den ,,copying garbage collection* Algorithmus vereinigt, wird in den Speicheral-
lokationsalgorithmus integriert. Wenn der gesamte Speicher belegt ist, dann werden in einer
ersten Phase (der ,,mark*“-Phase) alle noch ,,giiltigen* Objekte markiert. In einer zweiten Phase
(der ,,sweep“- bzw. ,,copying*“-Phase) wird nun der gesamte Speicher nach unmarkierten Spei-
cherplédtzen durchsucht. Beim ,,mark and sweep‘ konnen diese nun wieder dem Freispeicher
hinzugefiigt werden. Bei einem ,,copying garbage collector* werden statt dessen alle markier-
ten Objekte hintereinander in einen zweiten freigehaltenen Speicherbereich kopiert, so da3 am
Ende dieses kopierten Bereiches wieder neuer Freispeicher vergeben werden kann.

Die meisten® Implementierungen von BDD-Bibliotheken verwenden die erste Methode, was
wohl auf das Papier /Brace et al., 1990/ zuriickzufiihren ist. In diesem Papier wurde aber auch
schon auf das Problem hingewiesen, dal der Ergebnisspeicher bei sofortiger Wiederverwen-
dung von Speicherplatz falsche Ergebnisse beinhalten kann, weshalb der Speicherplatz von
»toten Knoten (solche Knoten, deren Referenzenzéhler auf O gesunken ist), doch nicht sofort
frei gegeben werden kann. Man kann den Speicherplatz von toten Knoten erst dann wiederver-
wenden, wenn man gleichzeitig den Ergebnisspeicher bereinigt, d. h. alle Eintrdge 16scht, bei
denen als Argument oder Ergebnis eines Aufrufes ein toter Knoten beteiligt ist. Dies kann man
verniinftigerweise nur durch lineares Durchsuchen des Ergebnisspeichers erreichen. Damit ist
das Argument der sofortigen Wiederverwendung von nicht mehr benotigten Knoten hinfallig.

Ein weiterer Grund fiir die fast ausschlieBliche Verwendung der direkten Methode (Referen-
zenzihlen) besteht darin, daf} bei einfachen imperativen Programmiersprachen, wie z. B. C, als
Implementierungssprache die Schnittstelle zur BDD-Bibliothek vereinfacht wird. Dies stimmt
mit den Betrachtungen in /Jones und Lins, 1996/ {iberein. Hier muf} der Benutzer der Bibliothek
nur immer sicherstellen, daf3 er selbst keine ,,Speicherlecks* erzeugt, also Zeiger (Referenzen)
auf BDD-Knoten, die nicht mehr benétigt werden, der BDD-Bibliothek als solche mitteilt.

Wenn die indirekte Methode verwendet wird, kann es wihrend der Ausfiihrung einer belie-
bigen Prozedur der BDD-Bibliothek zum Speicheriiberlauf kommen und eine Speicherbereini-
gung mul} gestartet werden. Dazu mul} die Speicherbereinigungsroutine alle Zeiger (Referen-
zen) des Benutzerprogramms kennen, die noch auf einen giiltigen BDD-Knoten zeigen. Die
Konsequenz ist also, daB der Benutzer der Bibliothek einen Iterator (vgl. /Gamma et al., 1995/)
tiber alle giiltigen BDD-Knoten zur Verfiigung stellen muf}, was die Komplexitit der Schnittstel-
le zur Bibliothek unnotigerweise vergroBert. Es geniigt natiirlich auch ein Behilter (engl. ,,con-
tainer*), der einen Iterator der verlangten Art generieren kann (vgl. /Gamma et al., 1995/). Dies
bedeutet, dal der Benutzer eine zusitzliche Datenstruktur manipulieren muf3, oder eine zusitzli-

3Unter den Systemen von Seite 53 beniitzt nur das SMV System die indirekte Methode (genauer ,,mark and
sweep*).
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Abbildung 3.12: Schnittstellenschichten der BDD-Bibliothek BDD

che Indirektionsstufe vor die BDD-Bibliothek geschaltet wird. Ersteres ist nicht wiinschenswert
und die zweite Losung 146t sich z. B. in C nur mit Miihe implementieren.

Das SMV-System beniitzt die indirekte Methode. Obwohl manche der spiter vorgestellten
Algorithmen in der BDD-Bibliothek des SMV Systems nicht implementiert sind (z. B. compose
oder itegpp), tritt auch hier die Schnittstellenproblematik zutage. Der oben erwihnte Kontainer
entspricht im SMV-System einer globalen Liste (save_11ist), in der alle giiltigen BDD-Knoten
eingetragen werden. In allen Prozeduren, in denen BDDs manipuliert werden, muf3 deshalb
standig diese Liste auf aktuellen Stand gebracht werden, was einen Mehraufwand bei der Im-
plementierung dieser Prozeduren erforderte. Dariiber hinaus konnen sich so sehr leicht schwer
zu erkennende Speicherlecks oder noch schlimmer ,,Zeiger ins Nirwana“ einschleichen, wenn
man eben bei diesem Ein- und Austragen in die save_1list einen Fehler macht.

Zusitzlich entsteht dabei das Problem, da3 im SMV-System, wie bei all den betrachteten
BDD-Bibliotheken (vgl. S. 53), die Rekursion der BDD-Algorithmen durch rekursive Aufrufe
von C Prozeduren implementiert wird. Dies bedeutet aber, da} die Zeiger, die als lokale Va-
riable auf dem C Kontrollstapel liegen, nicht direkt zugreifbar sind. Diese miissen also beim
rekursiven Abstieg immer in die save_1list ein- und ausgetragen werden, damit eine in ei-
ner grofBeren Rekursionstiefe ausgeloste Speicherbereinigung nicht versehentlich eine in einer
hoheren Prozedurschachtel spiter bei der Riickkehr von der Rekursion weiter verwendete Re-
ferenz unberiicksichtigt 146t.

In der SCAM-basierten, prototypischen* Implementierung der BDD-Bibliothek BDD wird

“Diese vom Autor begonnene Implementierung hat das Ziel, eine Verbesserung gegeniiber den besten frei
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die Rekursion iterativ aufgelost, so dall die Zeiger auf dem explizit manipulierten Kontrollsta-
pel (der SCAM — nicht von C) direkt von der Speicherbereinigungsroutine durchlaufen werden
konnen. Gegeniiber einer echt rekursiven Implementierung ergab sich dadurch ein Geschwin-
digkeitsgewinn von 15-30% bei einfachen Beispielen.

Die Uberladung der Schnittstelle von BDD mit einem vom Benutzer bereitzustellenden Ite-
rator konnte durch die oben erwihnte Einfiihrung einer Indirektionsstufe vermieden werden.
Dazu bot sich das C++ Konzept der ,,handle class* aus /Coplien, 1992/ (bzw. des ,,bridge pat-
tern“ aus /Gamma et al., 1995/, siehe auch Abschnitt 5.2.1 und insbesondere Abb. 5.2) an, das
seinerseits wiederum Referenzenzihler beniitzt. Hier werden ,.externe* Referenzen gezihlt,
d. h. Referenzen vom Benutzer der Bibliothek auf BDD-Knoten. Von denen gibt es um mehrere
GroBenordnungen weniger als interne Referenzen, so daf} der Zeitverbrauch beim Bearbeiten
dieser Zihler nicht ins Gewicht fillt.

Als Erweiterung werden schlieBlich noch alle ,,handles* in einer Liste (save_list) ver-
kettet, damit die Speicherbereinigungsroutine die externen Referenzen ablaufen kann. Dies
entspricht der Vorgehensweise des SMV-Systems, wobei aber hier die Referenzen in lokalen
Variablen in hoheren Rekursionsstufen nicht in die Liste eingetragen werden brauchen. Eine
graphische Darstellung dieses Konzeptes in der Diagramm Notation von /Gamma et al., 1995/
findet sich in Abb. 3.12 (siche auch Abschnitt A.5).

Fiir den Benutzer der BDD-Bibliothek ist nur die ,,handle“-Klasse ,,BDD* sichtbar. Jedem
Objekt der Klasse ,,BDD* ist eine Reprisentation, d. h. eine Instanz (=Objekt) der Klasse ,,BD-
Drep* zugeordnet. Aber dieselbe Reprisentation kann von mehreren ,,handles* beniitzt werden.

Eine Operation, z. B. ,,not(), auf ein ,,BDD* Objekt wird auf die dazugehorige Operation
der Reprisentation abgebildet, wobei der Referenzenzihler entsprechend angepal3t wird.

Ein Objekt der Klasse ,,BDDrep* hat eine echte Referenz auf einen BDD-Knoten (,,BDD-
Node*) auf der Halde (,,heap*) der ,,scam®. Weiter sind all dies Objekte der Klasse ,,BDDrep*
in der Liste ,,save_list* eingetragen, so daf} diese ,.externen* Referenzen bei einer Speicher-
bereinigung (,,gc*) zugédnglich sind. Diese Liste gehort der ,,singleton*-Klasse ,,SCAM* (zum
Begriff der ,,singleton“-Klasse siche /Gamma et al., 1995/) mit einziger Instanz ,,scam®. Sie
konnte in der Klasse ,,BDDrep‘ verwaltet werden. Aus Darstellungsgriinden ist die Verwaltung
in die ,,.BDD*“-Klasse verlegt worden (,,scam.dequeue(oldrep)*). Nicht eingezeichnet in dem
Diagramm aus Abbildung 3.12 sind die Referenzen von BDD-Knoten auf andere BDD-Knoten,
die der Nachfolgerrelation entsprechen.

In den Schnittstellenarchitekturen der anderen BDD-Bibliotheken sind die dufleren und in-
neren Referenzen vermischt. Sowohl die ausschlieBliche Verwendung der indirekten Methode
zur Speicherbereinigung (,,mark and sweep*), wie das vom SMV-System betrieben wird, oder
ausschlieBliches Referezenzihlen, wie das die iibrigen BDD-Bibliotheken auf Seite 53 prakti-
zieren, stellen somit keine optimale Losung zur Speicherbereinigung dar. Dies gilt natiirlich nur
fiir Programmiersprachen ohne automatische Speicherbereinigung wie C und C++. In diesem
Zusammenhang wire es interessant zu untersuchen, wie gut eine BDD-Bibliothek abschnei-
den wiirde, die ganz in einer Programmiersprache mit automatischer Speicherbereinigung wie
JAVA, EIFFEL, MODULA-3 etc. geschrieben ist. Zu hoffen ist, dal man von den effizienten
Implementierungen der Speicherbereinigung in diesen Sprachen profitieren kann.

Ein Nachteil der hier vorgestellten SCAM-basierten Vorgehensweise besteht darin, daf die
Bibliothek nur in C++ benutzt werden kann.”> Durch Vorschalten einer weiteren Indirektions-

erhiltlichen Bibliotheken wie /Long, 1994/ zu erzielen. Die volle Funktionalitét, die fiir die Anbindung an den
Modellpriifer ucke vonnéten wire, konnte auf Grund dieses ambitionierten Zieles noch nicht erreicht werden.

SEs gibt dariiber hinaus immer noch keinen vom Hersteller des C++ Kompiler unabhingigen Standard fiir
C++ Bibliotheken, so daf} ein Benutzer einer in C++ geschriebenen Bibliothek entweder deren Quellen oder aber
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schicht (z. B. einer ,,C bridge*), kann dies umgangen werden, wobei dann aber natiirlich die
Benutzerfreundlichkeit auf der Strecke bleibt.

3.5.7 SCAM modulo E - Jungle Evaluation

Die SCAM 1Bt sich auch fiir die Implementierung von anderen kanonischen Termersetzungs-
systemen, die eine Gleichungstheorie E reprisentieren, verwenden. Die Methode der Jungle
Evaluation /Hoffmann und Plump, 1988, Plump, 1992/ leistet dasselbe. Dabei wird ein Ter-
mersetzungssystem in eine Graphgrammatik /Ehrig, 1979/ tibersetzt und man erreicht so, daf3
gleiche Unterterme modulo E nicht zweimal im Speicher gehalten werden miissen. Aus An-
wendersicht ist diese Vorgehensweise bestimmt nicht so effizient wie eine Implementierung
auf Basis der SCAM. Andererseits liefert die Implementierung auf Basis von Graphgramma-
tiken ein theoretisches Werkzeug, um die Korrektheit der SCAM-basierten Vorgehensweise zu
sichern. So zeigen diese Arbeiten, dal3 man (i. allg. nur) bei kanonischen Termersetzungssyste-
men ungestraft gleiche (syntaktisch oder modulo E) Terme zusammenfassen (,to share*) darf.
Das Termersetzungssystem aus Definition 3.2 erfiillt diese Eigenschaft.

Ebenso sollte untersucht werden, wie sich eine SCAM-basierte Implementierung fiir PRO-
LOG oder andere logisches und/oder funktionale Programmiersprachen verhélt. Das System aus
/Gollner, 1996/ ist dafiir ein besonders gut geeigneter Kandidat, da fiir die darin verwendeten
Optimierungen ohnehin ,,Vaterverweise* benotigt werden, was als eine unabdingbare Voraus-
setzung fiir die Implementierung von ,,Jogischen Variablen* (vgl. /Habel und Plump, 1996/) auf
Basis der SCAM erscheint.

3.6 BDD-Algorithmen fiir die Modellpriifung

In diesem Abschnitt werden weitere BDD-Algorithmen vorgestellt. Dabei soll auch auf Lauf-
zeiten eingegangen werden. Hauptziel ist es aber, eine fiir die Modellpriifung umfassende,
einheitliche Darstellung anzugeben. Die Algorithmen selbst sind in Anlehnung an Implemen-
tierungen in verschiedenen BDD-Bibliotheken (vgl. Seite 53) konstruiert. In der Literatur sind
nur Teilaspekte dieser Algorithmen behandelt. Diese einheitliche Darstellungsweise soll auch
als Motivation fiir den (iteg-Algorithmus aus Abschnitt 3.8.4 dienen, der eine Verallgemeine-
rung der hier vorgestellten Algorithmen darstellt.

3.6.1 Algorithmen fiir boolesche Operationen

In /Bryant, 1986/ wurde die Frage behandelt, wie man zu einer moglichst kleinen Anzahl von
Algorithmen gelangt, die alle booleschen Operationen auf BDDs realisieren. Eine Version der
Losung von Bryant ist der Algorithmus apply aus Abb. 3.13. Dieser hat dieselbe Struktur, wie
die Algorithmen aus Abb. 3.3. Zunichst wird der Basisfall abgefragt, nimlich ob die beiden
BDDs schon konstant sind. In diesem Fall liefert die boolesche Operation ,,«* das gewiinsch-
te Ergebnis, das als BDD-Konstante interpretiert wird. Im anderen Fall ist eine Rekursion
notwendig. Dazu wird zundchst die oberste Variable ,,m* von beiden BDDs bestimmt und
entsprechend dieser Variable die Kofaktoren (das sind die Komponenten des Ergebnises von
cf, s. Abb. 3.4) gebildet. Danach wird die Prozedur zweimal rekursiv mit den Kofaktoren als
Argumente aufgerufen und nach Riickkehr aus der Rekursion ein neuer Knoten mit den Ergeb-
nissen der beiden rekursiven Aufrufe als Nachfolger als Ergebnis zuriickgegeben. Man beachte,

denselben Kompiler benétigt, mit der die Bibliothek kompiliert wurde.
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apply(f,g,#) |:=

if f€{0,1} and g€ {0,1} then f:g
else [-@—r

m = min{top(f),top(g)}
I = |apply(fo,&0,+)

r =|apply(fi,g1,+)
where

(fo, f1) =cf(f,m)
(80,81) = cf(g,m)

Abbildung 3.13: apply : ROBDD? x [B? — B] — ROBDD

| Beschreibung ~ Bezeichnung  ite-Darstellung |

-a Negation —a
anb Und ite(a,b,0)
aVb Oder ite(a, 1,b)

a—b Implikation ite(—a, 1,b)

a<»b Aquivalenz ite(a, b, —b)
—(aADb) nand —ite(a, b, 0)
=(aVb) nor —ite(a, 1,b)
—(a—b)  Anti-Implikation  ite(b,0,a)
—(a < b) Antivalenz ite(a, —b,b)

Tabelle 3.1: Interessante binire boolesche Operationen

daB die Elimination redundanter Kanten aus Abb. 3.2.b nicht behandelt wird, da dies, wie auf
Seite 60 dargestellt, die SCAM implizit selbst durchfiihrt.

Wenn man diesen Algorithmus mit dem aus Abb. 3.3.b vergleicht, so stellt man fest, daf3
bei letzterem eine Optimierung dahingehend vorgenommen wurde, daf3 schon bei einem kon-
stanten Argument die Rekursion beendet wird. Dies 14t sich fiir alle anderen 16 booleschen
Operationen auch bewerkstelligen. Dariiber hinaus konnte man in Algorithmus 3.3.b zusitzlich
noch die Gleichheit der beiden Argumente f und g abtesten, denn es gilt f Agpp f = f. Von den

16 = 2% = |{f € [B* > B | f total}]

Funktionen sind nur die aus Tabelle 3.1 interessant. Die restlichen stellen die Identitét eines
Argumentes dar, sind konstant oder gehen durch Vertauschung der Argumente aus einer der in
der Tabelle aufgefiihrten Funktionen hervor.

Die letzte Spalte 1483t erkennen, daf} sich alle bindren booleschen Operationen durch einfache
Kombination der Negation und dem ite darstellen lassen. So reicht also auch ein Algorithmus
fiir die Berechnung des ,, ite “ auf BDDs aus, wenn man zusitzlich noch die Negation einfach
berechnen kann. So geht auch /Brace et al., 1990/ vor. Zusétzlich wurden in jener Arbeit noch
Negationskanten verwendet, so dall die Negation eines BDDs sich in konstanter Zeit bewerk-
stelligen 14Bt. Auf Negationskanten soll in dieser Arbeit aber weiter nicht eingegangen werden.
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iteBDD(f7g7h> =

if f=1 then g
else if f=0 then h
else

[ D—

where
m = min{top(f),top(g),top(h)}

I =|iteson(fo,80,h0)

r = iteBDD(f]7g17h1)
where
(fo, f1) = cf(f,m)
(g()agl) = Cf<g7m)
(h(),h]) = Cf(h, m)

Abbildung 3.14: itegpp: ROBDD? — ROBDD

Die Operation itegpp als Gegenstiick zu der Operation ite auf booleschen Ausdriicken BY
findet man als Algorithmus in Abbildung 3.14. Die Semantik ergibt sich nach folgendem Satz.

Satz 3.19 (Semantik von itegpp) Es gilt

(iteson (f;8:h))a = ite((f)a; (&)a; (M)a)
fiir f,g,h € ROBDD, A € 4 mit range(A) D var(f,g,h).

Beweis: Zunichst soll die partielle Korrektheit gezeigt werden. Dazu zeige man fiir m >
top(f), (fo, f1) := cf(f,m) und x := A~!(m) folgende Hilfsbehauptung

(fha = ite(x, (fi)a,{fo)a) (3.6)

Fiir m > top(f) bzw. f € {0, 1} gilt fo = fi = f, so daB mit ite(a, b, b) = b die Hilfsbehauptung
unmittelbar folgt. Nun sei m = top(f), womit fy = lo(f) und f; = hi(f). Damit ist Glei-
chung (3.6) aber gerade die Definition von {f)4. Mit der Ordnung der Variablen in ROBDD
folgt zusitzlich m & var(fy, f1).0

Nun fahre mit simultaner Induktion iiber den Termaufbau von f, g und A fort. Fiir f € {0, 1}
folgt die partielle Korrektheit mit ite(0,a, b) = b und ite(1,a,b) = a. Sonst definiere m und die
anderen Hilfsvariablen wie im Algorithmus. In einer zweiten Induktion zeigt man leicht

var(itegppn(f, g, h)) C var(f,g,h),

Vereinfachung ,, 4* weggelassen. Nun ergibt sich

ite((f): (&), {n)) = --.

®Dies ist interessanterweise die einzige Stelle, an der die Ordnung benétigt wird.




70 BDDs — Binére Entscheidungsdiagramme

if f=1o0r g=1 then 1
else if f=0V f=g then g
else if g=0 then f
else

[ ;

where
m = min{top(f),top(g)}

where
(fo. fi
(g()ag]

~ —

Abbildung 3.15: Vgpp : ROBDD? — ROBDD

nach (mehrfachem) Einsetzen der Definition von ,,ite* zu

= ite( ite(xv <<f1 >>7 <<f0>>)7 ite(xv <<gl >>7 <<g0>>)7 ite(xv <<h1 >>7 <<h0>>> )
= ite(x, (1), (/o)) ite(x, (1), (o)) V ite(x, (1), {fo}) ite(x, (A1), (ho))

Nun verwende man Lemma 2.13, multipliziere aus und fasse wieder nach x zusammen (beides-
mal Anwendungen von Distributivgesetzen und der Definition der Semantik von ,,ite*).

- =ite(x, {(f1), (/o)) ite(x, (g1), (g0)) V ite(x, {f1) (fo)) ite(x, (1) (ho})

= x (M) VL) {h)) v X ({fo){g0) V (fo) (o))
= xite((f1),(g1),(m)) v xite({fo)- (g0} (ho))
= ite( x ite((f1) (g1): (1)), ite((fo) (g0} {ho)) )

Nach der Induktionsvoraussetzung gilt

(1)a=ite({foda. (go)a, (ho)a) und (rha =ite((f1)a,{g1)a:{h1)a),

so daB3 man fortfahren kann mit

.o =ite(x, (r), (1)) = (I ry = (itesop (f,g,h))

womit der Beweis der partiellen Korrektheit beendet ist. Fiir den Beweis der totalen Korrektheit
verwende die Terminierungsfunktion

t(f,g,h) := maxvar(f,g,h) —minvar(f,g. h) (3.7)

Da ¢ offensichtlich positiv ist, muf nur gezeigt werden, dafl im rekursiven Fall

t(fo,80,h0), t(f1.81,h1) <t(f,g h)

el s

gilt. Hierzu stellt man fest

maxvar(f,g,h) > maxvar(fy, 8o, ho), maxvar(f,g1,h),
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BDDsimple* ite(BDDsimple * f, BDDsimple * g, BDDsimple* h)
{

£(
£(

if (f==False) return inc(h);
if (f==True) return inc(qg);
if (g==False) return notimplies(h,f);

if (g==True) return or(f,h);

if (h==False) return and(f,qg);
if (h==True) return implies(f,qg);

g) return or(f,h);
==h) return and(f,qg);
if (g==h) return inc(h);

Abbildung 3.16: Basisfall des itegpp in der BDD-Bibliothek BDDsimple.

so daf} mit
Val’(f(),g(),h()>, Var(f] 7g17h1> g var(f,g,h)\minvar(f,g,h)

die folgende echte Ungleichung folgt.

minvar(f,g,h) < minvar(fy, go,ho), minvar(fi,g1,hy),

Dies in Gleichung (3.7) eingesetzt, schlieit den Beweis. 1

Die Struktur des Algorithmus ist dieselbe wie bei den schon vorgestellten, jetzt eben nur fiir
drei Argumente. Der Basisfall ist hier nur in seiner einfachsten Form dargestellt. Fiir das Vgpp
in Abb. 3.15 wurden dagegen alle moglichen Optimierungen (ohne Beachtung von Negations-
kanten) angegeben. Die Rekursion kann bei Vgpp genau dann abgebrochen werden, wenn ein
Argument konstant ist oder beide Argumente dieselben sind. Fiir das itegpp hat man hier mehre-
re Moglichkeiten, da man nun drei Argumente auf Gleicheit testen kann. Wenn beim itegpp ein
Argument schon konstant ist, kann man i. allg. noch nicht die Rekursion beenden. Statt dessen
kann man aber dann immer bei den rekursiven Aufrufen auf das allgemeine itegpp verzichten
und dieses durch einen Spezialalgorithmus ersetzen. Fiir 4 = 0 gilt z. B.

iteppo (f,&,/) = itegpp(f,8,0) = f Aeop &

Fiihrt man solche Optimierungen nicht ein, so hat man bei jedem rekursiven Aufruf den konstan-
ten Mehraufwand, das dritte Argument zu {iberpriifen. Betrachtet man hier alle Moglichkeiten,
so stellt man fest, da3 man nur fiir einen Teil der 16 binidren booleschen Operationen (bzw. fiir
die aus Tabelle 3.1) Spezialalgorithmen braucht. Dies zeigt die Abhandlung des Basisfalles des
itegpp in der BDD-Bibliothek BDDsimple, die in Abbildung 3.16 zu finden ist. Diese Biblio-
thek verwendet fiir die Speicherbereinigung Referenzenzédhlen und so steht ,,inc (a) “ fiir das
Erhohen des Referenzenzihlers des BDD-Knoten auf den ,,a* zeigt. Als Eingabe erhilt die
Funktion ite drei Zeiger auf BDD-Knoten und liefert auch einen solchen zuriick.

Daraus ergibt sich, daB nur das logische ,,Und* und ,,Oder*, die Aquivalenz, deren Negati-
on, die Implikation, deren Negation und die eigentliche Negation implementiert werden miissen
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(die Negation wird fiir den Basifall der Implikation, der Aquivalenz und deren Negationen be-
notigt). Dies bedeutet schlieBlich, da man bei Verwendung des itegpp alle bindren booleschen
Operationen darstellen kann. Fiir eine effiziente Implementierung kann aber auf zusétzliche Im-
plementierungen von fiinf weiteren bindren booleschen Operationen nicht verzichtet werden.

Bei Verwendung von Negationskanten reduziert sich die Klasse der zu betrachtenden Basis-
operationen auf zwei zweistellige z. B. das ,,Und* und die ,,Aquivalenz“. Aber es erhoht sich
die Anzahl zu betrachtenden Spezialfille, insbesondere fiir die Normalisierung von Eintrigen
im Ergebnisspeicher (vgl. Seite 63 und 60) betréchtlich.
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restrict(f,i,c) | =

if f€{0,1} or top(f) > i then f
else if top(f) =i then
if ¢ then hi(f) else lo(f)

else [- r
where
m = top(f)

I =|restrict(lo(f),i,c)

r =|restrict(hi(f),i,c)

Abbildung 3.17: restrict: ROBDD x Nx B — ROBDD

3.6.2 Auswertung von Quantoren und Substitutionen

Mit den bisher vorgestellten Algorithmen lassen sich auf booleschen Ausdriicken alle Operatio-
nen, die in Abschnitt 2.5 definiert und in Abschnitt 2.7 verwendet wurden, darstellen. Ausnah-
me sind Substitutionen und damit Quantoren, die in BY als Abkiirzungen unter Verwendung
von ,,V* und Substitutionen definiert sind.

Um zu Algorithmen fiir diese Operationen zu gelangen, betrachte man den wichtigen Spe-
zialfall solcher Substitutionen &, die genau eine Variable durch eine Konstante ersetzen:

oc={x—c}, firxeW, ce{0,1}

Der entsprechende Algorithmus fiir BDDs nennt sich restrict und ist in Abbildung 3.17 darge-
stellt. Fiir restrict gilt das gleich wie fiir —gpp. Man konnte auch durch einfache Tiefensuche
und explizites Ablaufen der Graphenstruktur von f das Ergebnis bestimmen. Hier soll aber die-
se Version bevorzugt werden, da aus ihr weitere Spezialalgorithmen leichter abgeleitet werden
konnen.

A

Satz 3.20 (Semantik von restrict) Es gilt

(restrict(f,i,c))a = (fHa{x— ¢}

fiir f ¢ ROBDD, A€ 4, x € W, A(x)|, i = A(x), ¢ € B und range(A) D var(f).

Beweis: Die Terminierung ist unmittelbar klar. Fiir die partielle Korrektheit fiithre eine Induk-
tion iiber den Termaufbau von f. Der Basisfall f € {0, 1} ist trivial. Sei nun f keine Konstante
und m := top(f) wie im Algorithmus. Wenn i = m ist, so erhdlt man aus der Definition der
Semantik von ,,{-)“

(fhaf{xr c}
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da x & var(lo(f),hi(f)) wegen f € ROBDD. Fiiri # mund y := A~!(m) # x ist

(alx—= i = (hi(f)ha Vv ¥ (lo(f)ha){x ¢}
=y (hi(f)afx—=c} vV y(lo(f))afx— c}
=y (restrict(hi(f),i,c))a V ¥ (restrict(lo(f),i,¢))a
=yrVvyl={l rha
= (restrict(f,i,¢))a

nach Induktionsvoraussetzung. U

Ein Beispiel fiir diesen Algorithmus findet man in Abb. 3.19a.-c. auf Seite 80. Hier sind u
und v vierstellige Vektoren, d. h. u,v € V mit |u| = |v| = 4. Der BDD, von dem ausgegangen
wird, repréasentiert den booleschen Ausdruck u = v (vgl. Definition 2.40) unter der Allokation
A von Seite 121.7 Den BDD in b. erhilt man aus dem aus a., indem bei dem mit A(u[3])
gekennzeichneten Knoten der rechte Nachfolger (das ist der 1-Nachfolger) samt dem Knoten
selbst entfernt wird. Entsprechend erhilt man c. aus a. durch Entfernen des linken Nachfolgers.
Dazu beachte man, daf} jeweils der resultierende BDD mit dem urspriinglichen BDD bis auf die
unterste Variablenebene keine gemeinsamen Teilferme hat. Die SCAM muf also den gesamten
oberen Teil, obwohl er identisch ist, zweimal auf der Halde halten. Diese Art von Ahnlichkeit
zwischen Entscheidungsdiagrammen kann von BDDs nicht ausgenutzt werden. Eine dhnliche
Redundanz findet man auch bei BDD-Reprisentationen von Ubergansrelationen fiir Systeme
mit ,.Interleaving*‘-Semantik (vgl. Abschnitt C.4.5).

Damit lassen sich schon die Quantoren aus Definition 2.7 bewiltigen, womit auch die Be-
handlung der Quantoren in Abschnitt 2.7 durch BDDs méglich wird. Denn Gleichung (2.1) auf
Seite 13 148t sich wegen der Korrespondenz von BY und ROBDD auch auf BDDs iibertragen
und lautet dann

exists(f,i) = restrict(f,7,0) Vppp restrict(f,i,1) (3.8)

fiir eine dem Quantor in BY entsprechende Operation exists auf ROBDD. Durch sukzessive
Hintereinanderanwendung dieser Gleichung kann auch iiber ganze Mengen von BDD-Variablen
quantifiziert werden. Dies ist eigentlich die Operation, die bei der BDD-Semantik benotigt wird.
Auch hierfiir werden im Abschnitt 3.8 Optimierungen angegeben.

Fiir den nichsten Abschnitt werden zwar nur Substitutionen von Variablen durch Variable
benotigt. Dies ist aber ein Spezialfall von Substitutionen von Variablen durch beliebige Terme
und a6t sich auch nicht einfacher bewerkstelligen als das allgemeine Verfahren. Zunéchst
gelten in BY folgende Gleichungen

s{x—t} = ite(t,s{x— 1}, s{x+—0})
= dy.s{x—=yIA(y 1), (3.9)
wobei y € W eine neue Variable ist, die weder in s noch in ¢t vorkommt. Die letzte Gleichung
erlaubt die Reduktion der allgemeinen Substitution auf Substitutionen von Variablen durch Va-

riablen, was aber nach obigem nicht weiter betrachtet werden soll. Damit erhélt man fiir die
entsprechende BDD Operation compose

compose(f,i,g) = itegpp(g, restrict(f,i, 1), restrict(f,i,0)) (3.10)

"Die dort angegebene Allokation bezieht sich auf u-Kalkiil-Terme. Der Zusammenhang zwischen solchen
Allokationen und solchen fiir BY wird erst in Abschnitt 3.7 bzw. 4.2 dargelegt.
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Hieraus kann man folgern, dafl das ,,apply* alleine nicht ausreicht, wenn man nicht auf eine
umstindliche Implementierung des ,,itegpp‘* durch ,,apply* zuriickgreift. Auch die optimierten
Algorithmen fiir das ,,compose‘ aus Abschnitt 3.8 beniitzen das ,,itegpp ‘.

Die vorgestellten Gleichungen erlauben es, Substitutionen und Quantifikationen direkt auf
BDDs durchzufiihren. Die Berechnung nach diesen Gleichungen ist bei weitem nicht optimal
und in Abschnitt 3.8 werden Optimierungen angegeben. Auch erst in diesem Abschnitt findet
man Algorithmen fiir diese Operationen.

Mit ,restrict” und ,,itegpp “ wurden die zwei grundlegenden BDD-Algorithmen angegeben,
die fiir die Berechnung der BDD-Semantik von ]B%X aus dem néchsten Abschnitt benotigt wer-
den.

3.7 Eine BDD Semantik fiir IB%X

In Abschnitt 2.7 wurde eine Semantik fiir ]BSX vorgestellt, die fiir einen u-Kalkiil-Term ¢ € T#V
einen booleschen Ausdruck berechnet. Da nun BDDs (hier werden soweit nichts anderes gesagt,
nur ROBDDs betrachtet) eine Représentation fiir boolesche Ausdriicke darstellen, liegt es nahe,
die durch diese Semantik gewonnenen booleschen Ausdriicke als BDDs zu reprisentieren. Auf
diese Weise erhilt man eine formale Definition der Modellpriifung im p-Kalkiil mit bindren
Entscheidungsdiagrammen, die in Kapitel 4 fiir die Behandlung von Allokationen fiir u-Kalkiil-
Terme bendotigt wird.

Definition 3.21 (Belegung fiir BDD-Semantik) Eine partielle Funktion
A: P— ROBDD

heifle eine Belegung fiir die BDD-Semantik. Einer Belegung pp fiir die Semantik Il aus Defini-
tion 2.41 bzw. einer Belegung fiir die BDD-Semantik sei

MX) = [pp(X)s  bzw. pp(X) 1= (MX))a

fiir eine Allokation A € A4 zugeordnet.

Da ROBDDs eine Normalform fiir boolesche Ausdriicke darstellen (s. Satz 3.16), ist zwei ,,dqui-
valenten* Belegungen fiir die Semantik II (vgl. Def. B.1) , bei denen die Bilder einer Variable
semantisch dquivalent sind, genau eine Belegung fiir die BDD-Semantik zugeordnet.?

Definition 3.22 (BDD-Semantik von IB%X) Die partielle Funktion

al-Jx: T — ROBDD

fiir eine Belegung A und eine Allokation A € 4 sei die BDD-Semantik mit

alt|A == 1{hprl 4

wobei pp zugeordnet ist zu .

8In umgekehrter Richtung besteht nicht einmal ein funktionaler Zusammenhang, was aber im folgenden keine
Rolle spielen wird.
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Die in dieser Definition auftretende Allokation A sei so gewéhlt, daf die betrachteten Abbildun-
gen nicht partiell werden. Insbesondere sollte range(A) immer die Menge der BDD-Variablen
der auftretenden BDDs iiberdecken. O.B.d.A. sei diese Anforderung von allen in diesem Ab-
schnitt vorkommenden Allokationen A erfiillt.

Mit der Wohldefiniertheit der Semantik II nach Korollar 2.46 (unter der Generalvorausset-
zung einer wohlgeformten Pradikatsdefinition) ist die BDD-Semantik auch wohldefiniert, also
eine fotale Funktion.

Satz 3.23 Die BDD-Semantik ist wohldefiniert.

Folgender Satz zeigt, dal3 man bei der Berechnung der BDD-Semantik nicht auf die Semantik
IT oder die Standardsemantik zuriickgreifen muf3. Sondern man kann ausschlielich mit Opera-
tionen auf BDDs auskommen.

Satz 3.24 (Berechnung der BDD-Semantik)
Fiirs,t € Ty, f € ROBDD, (e BY, X e Pund w e V,u € V" gilt
all=tIA = —eop allt|A
alsAtlh = 4llsIA Agoo allt[A
Al3w.s|A = exists(4]s||A, A(w))
[P, ({4 = alBEOIAX = /3
Al{m(X) = ut|h = compose([[C]l,p")
mit
pli={j s 01| n(X) = (vi,...,vn),
u=(uy,...,un),j=A(v[k]),i =A(ulk]),0 < k < |u|},

A(w) interpretiert als Teilmenge von N und pp sei A zugeordnet.

Beweis: Die ersten beiden Gleichungen folgen unmittelbar aus der Definition von 4| und der
Homomorphieeigenschaft von (-4 und ||-| , bez. ,,A“ und ,,—~*. Ahnlich argumentiert man fiir
die dritte und letzte Gleichung. Weiter zeigt

A5, ({Falr = alBOPP{X = (f)a}Ih = 4IBX)ppIMX — f}

die Giiltigkeit der vierten Gleichung. U1

Damit lassen sich alle Operationen in BY zur Berechnung der Semantik II aus Def. 2.42 rekursiv
iber die Termstruktur direkt mit ROBDDs durchfiihren. Nur an einer Stelle muf3 man noch
folgende Hilfsbehauptung 3.26 bemiihen.

Definition 3.25 (Expansionsoperator fiir die BDD-Semantik)
AY:ROBDD — ROBDD,  AS(f) :=AlB(X)|MX — f}
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Lemma 3.26 Seien pp und A einander zugeordnet. Dann gilt

[(@5,)'(0)]14 = (A3)'(0)

Beweis: Der Beweis wird gefiihrt durch Induktion tiber i. Der Induktionsanfang i = 0 ist trivial.
Fiir den Induktionsschritt wihle f € ROBDD mit ()4 = (®},)'(0). Nach Satz B.2 ist

(@5,)71(0) = @5, (@) (0) = B, ({f)a)

Die Bilder unter |||, dieser drei booleschen Terme sind also alle gleich. Nach Induktionsvor-
aussetzung gilt nun f = (A%)(0) und mit der vierten Gleichung aus Satz 3.24 erhilt man

[(@5,)F 1 (0)l14 = alBXO)IMX = £} = A (f) = (43)™1(0)

Q

Damit 148t sich auch das minimale n aus Def. 2.42 mittels Operationen auf BDDs berechnen.
Der Test auf Aquivalenz des Ergebnises zweier aufeinanderfolgender Iterationen reduziert sich
dabei wegen der Normalformeigenschaft von ROBDDs auf einen Vergleich zweier ROBDDs,
was sich in konstanter (je nach Implementierung hochstens in linearer — vgl. /Sieling, 1995/)
Zeit durchfiihren 146t. Fiir den BDD zum entsprechenden  gilt dann nach Lemma 3.26

814 = (A3)"(0),

so daf} auch hier nur Operationen auf BDDs benétigt werden.

Die BDD-Semantik am Beispiel

Zum AbschluB dieses Abschnittes soll die transitive Hiille der Ubergangsrelation des Beispiels
aus Abb. 2.3 auf Seite 16 berechnet werden (vgl. Def. A.1). Die (reflexive) transitive Hiille ist
die kleinste Relation, die die Identitit enthilt und die abgeschlossen ist gegeniiber dem Relatio-
nenprodukt mit der Ausgangsrelation. In IB%X lautet diese Formulierung (vgl. auch mit Bsp. von
S.7)

uT*(s,t).s =tV 3i.T(s,i) NT*(i,1),

wobei die Definition von 7" auf Seite 18 zu finden ist. Die Allokation A, die in diesem Beispiel
verwendet wird, habe folgende Gestalt.

io i
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oder explizit fiir j € {0,1}
Asll) =2, AGLD =2j+ 1, AG]) =4+

Hiermit 148t sich der BDD 4| T (s, )| berechnen, der in Abb. 3.18.a zu finden ist.” In der rekursi-
ven Berechnung der BDD-Semantik 7*(s, ), benotigt man aber den BDD 4||T (s, #)| fiir 7' (s, 7).
Hier muB} also noch eine Substitution durchgefiihrt werden, was den BDD aus Abb. 3.18.b er-
gibt. Dieser mufl nur einmal berechnet werden, da 7' nicht rekursiv ist (scc(7) = 0). Seien
nun

fi=(AT)(0)
die in der Fixpunktberechnung fiir 7* auftretenden Approximationen an 4||7*(s,#)||. Nach De-
finition des Expansionsoperator gilt dabei

fo = 0
fi = als=1l
o = als=tV IiLT(s,)) NT*(i,t))|[{T* — f}
= Als=t Vv IiT(s,i)Ni=t] = als=tV T(s,1)
fi = als=tV IiT(s,)AT*(i,t)|[{T* = fo}
= aAlls=tV IiT(s,i) AN(i=tVT(i,t))]

Hierbei beachte man, daB3 f; in der i + 1-ten Iteration nicht direkt verwendet werden kann. Zuvor
mul} wiederum eine BDD-Substitution

p := id{0— 0--@—1,2 1 0--O—1}

durchgefiihrt werden, die der Substitution von s durch i entspricht. Erst dann kann der BDD fiir
den Rumpf des Quantors durch Agpp und anschlieBend fiir den Quantor selbst bestimmt werden.
Die BDDs f; sind vor und nach der Substitution in Abb. 3.18.c-h. zu finden. Nach drei Iteratio-
nen konvergiert das Verfahren. Hierbei mul} jeweils das Relationenprodukt, d.h. die Kombina-
tion von Konjunktion und Quantifikation, des linken BDDs in der unteren Reihe (Abb. 3.18.b)
mit den drei weiteren BDDs in der unteren Reihe (Abb. 3.18.d, 3.18.f und 3.18.h) berechnet
werden. So ergibt sich der BDD f3 durch Konjunktion der BDDs aus den Abbildungen 3.18.b
und 3.18.f, Quantifikation iiber die untersten beiden BDD-Variablen und anschlieBender Dis-
junktion mit dem BDD f; aus Abb. 3.18.d, der 4||s = 7| entspricht.

Dieses Beispiel wird im Kapitel iiber Allokationsrandbedingungen noch einmal aufgegrif-
fen. Dort wird gezeigt, dal die Allokation A zwangsweise zu einem exponentiellen Aufblihen
von compose( fi,p) fithrt. Es wird dann eine Methode vorgestellt, Allokationen zu erzeugen,
die gewihrleisten, daf} bei den durchzufiihrenden Substitutionen, falls moglich, nur gleichgrof3e
BDDs entstehen.

°Im weiteren sei die ,Jleere* Belegung A = {} einfach weggelassen.
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Abbildung 3.18: Berechnung der BDD-Semantik der transitiven Hiille des Beispiels von S. 18

zur schlechten Allokation von S. 77.
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b. restrict(||lu = v| ,,A(u[3]),0) d. exists(|u=v|,,A(u[3]))
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a. |u=v|, c. restrict(|u=vl|,,A(u[3]),1)

Abbildung 3.19: Berechnung von exists( f, i) als restrict(f,i,0) Vgpp restrict(f,i,1).

3.8 Optimierte BDD-Algorithmen

3.8.1 Schnelle Algorithmen fiir Quantoren

Wiirde man exists nach Gleichung (3.8) auf Seite 74 implementieren, was in Abb 3.19 darge-
stellt ist, so stellt man fest, daf} alle Knoten von f bis auf die ,,Hohe* von i zweimal besucht
werden miilten, um hinterher wiederum durch beide Zwischenergebnisse von oben nach un-
ten durchlaufend das ,,Oder* auszurechnen. Ist i ziemlich grof (liegt weit unten), so bedeutet
dies, daB3 fast ganz f zweimal durchlaufen werden muf}. Weiterhin miissen dadurch drei leicht
verdanderte Kopien von f erzeugt werden. Die ersten zwei entsprechen dem linken und rechten
Zwischenergebnis nach Ausfithrung von restrict und die dritte dem Endergebnis. Erst wenn
das Endergebnis nach Abarbeitung von Vgpp vorliegt, konnen die Zwischenergebnisse geloscht
werden. Dies kann also im schlimmsten Fall zu einem dreifachen Platzverbrauch gegeniiber
dem Endergebnis fithren, wenn wie oben i ziemlich weit unten in f liegt. Natiirlich wirkt sich
das auch auf den Zeitbedarf aus, wie spiter an einem Beispiel gezeigt wird (vgl. Abb. 3.28).

Deshalb sucht man nach besseren Algorithmen, die diesen Kopieraufwand nicht nétig ma-
chen. Die Hauptidee zur Verbesserung dieses Algorithmus besteht darin, zu versuchen die
Auswertung von restrict im Sinne der funktionalen Programmierung aufzuschieben, also eine
»lazy evaluation* anzustreben. Fiir den resultierenden Algorithmus bedeutet dies, daB} er ei-
ne Verschrinkung des Algorithmus des Vgpp und des restrict darstellt. Er ist in Abb. 3.20 zu
finden.

Fiir diesen Algorithmus iiberlegt man sich leicht, da3 er hochstens soviele rekursive Aufrufe
(des exists” und des Veop) benotigt wie eine Berechnung nach Gleichung (3.8) auf Seite 74. Da
sowohl restrict als auch das Vgpp in der Grofle der Argumente linearen Platz und Zeit benétigen
und in Gleichung (3.8) nur genau drei solche Anwendungen berechnet werden, bedeutet dies,
daB auch exists” nur linearen Aufwand erfordert.

Fiir die Ubersetzung des Quantors aus IBSX bei der BDD-Semantik muf3 iiber die Menge von
denjenigen BDD-Variablen quantifiziert werden, die den Komponenten der gebundenen Varia-
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exists’(f,i) | =

if f€{0,1} or top(f)>i then f
else if top(f) =i then
lo(f) Voo hi(f)

else

l@s ..... r

| =|exists’(lo(f),i)

r o= existso(hi(f>ai)

Abbildung 3.20: exists’: ROBDD x N — ROBDD

exists! (f,E) |::=

if f€{0,1} or var(f)NE =0 then f
else if top(f) € E then

[Veppr
else

l@\ ..... r

| =|exists! (lo(f),E)

r =|exists! (hi(f),E)

Abbildung 3.21: exists' : ROBDD x P(N) — ROBDD

ble entsprechen. Hierfiir kann man wie bei der einfachen Berechnung des Quantors in Unter-
abschnitt 3.6.2 sukzessive iiber die Variablen einzeln quantifizieren. Hierbei entsteht natiirlich
wiederum nach jeder Quantifikation iiber eine einzelne BDD-Variable ein Zwischenergebnis,
das sofort wieder durchlaufen wird, um danach nicht mehr weiter benotigt zu werden. Deshalb
wurde auch hier versucht, eine verbesserte Version von exists zu finden.

Hierfiir ist erstaunlicherweise (zumindest in 7 ) nur eine minimale Anderung des Algorith-
mus von exists” aus Abb. 3.20 notwendig. Das Ergebnis ist in Abb. 3.21 zu finden. Hier kann
nicht wie beim urspriinglichen Algorithmus die Rekursion beendet werden, wenn die oberste
Variable von f in E liegt. Sondern auch aus dem 1- und 0-Nachfolger von f miissen die Varia-
blen aus E ,herausquantifiziert” werden.

Fiir diesen Algorithmus 146t sich die oben durchgefiihrte einfache Komplexititsanalyse
nicht anwenden, da z. B. E aus der Hilfte der Variablen, die in f vorkommen, bestehen konn-
te, so daB insgesamt mindestens Q(|f|) Aufrufe von Vgpp in der Berechnung von exists! (f, E)
notwendig werden. Hier kann sich das Ergebnis von Vgpp zwar jedesmal nur um einen linearen
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Faktor vergroBern, was aber insgesamt zu einem exponentiell groBeren BDD fiihren kann. In
/McMillan, 1993a/ wird eine Reduktion von 3-SAT (s. /Garey und Johnson, 1979/) fiir das Pro-
blem, das exists! 16st, angegeben, so da3 man hier auch nicht weniger als exponentiellen Auf-
wand erwarten wiirde. Man beachte zusitzlich, dafl eine Reduktion von QSAT, dem Erfiillbar-
keitsproblem fiir ,,quantifizierte* boolesche Formeln (s. wiederum /Garey und Johnson, 1979/)
nicht so einfach moglich ist, da das erste Argument von exists! schon ein ROBDD sein muB.

Der groBe Vorteil von exists! gegeniiber exists® ist aber, daB in gutartigen Fillen nicht nur
eine lineare Aufwandsverbesserung zu beobachten ist, wie bei der Verwendung von exists® statt
der Vorgehensweise nach Gleichung (3.8) auf Seite 74 (vgl. Abb. 3.28.

Im SMV System wird der Algorithmus exists' aus Abb. 3.21 durch einen kleinen Trick so
verdndert, da nur noch ROBDDs als Argumente notwendig sind. Hierzu wird eine Menge
E C N von Variablen selbst als ROBDD dargestellt und zwar durch folgenden ROBDD bei
einer bel. Allokation A € 4, mit range(A) D E

ANER R (3.11)

A(x)EE

Der in dieser Gleichung aufgefiihrte boolesche Ausdruck ist das ,,Und* aller booleschen Va-
riablen, die einer BDD Variable aus E entsprechen. Der BDD besteht aus |E| inneren Knoten,
deren 0-Nachfolger die Konstante O ist, und fiir alle i € E gibt es genau einen Knoten, der mit
i markiert ist. Den Algorithmus, der einen solchen BDD als zweites Argument erwartet, findet
man in Abb. 3.22. Der Vorteil dieser Vorgehensweise besteht darin, da3 man sich bei der Imple-
mentierung nicht um eine Datenstruktur fiir Mengen von natiirlichen Zahlen kiimmern mu8. '°
Dies ist insbesondere beim Ergebnisspeicher niitzlich. Die Quantifikation tiber Mengen kann so
wie ein normaler bindrer Operator behandelt werden. Auf diese Weise lassen sich immer die im
folgenden auftretenden BDD-Variablenmengen darstellen. Nur an dieser Stelle wird aber diese
Optimierung angewandt. Fiir die weiteren Algorithmen kann die Anwendung analog erfolgen.

Ein weiterer wichtiger BDD-Algorithmus fiir die Modellpriifung ist der Algorithmus fiir das
,Relationenprodukt* (engl. relation product). Aufgabe dabei ist es

exists(f Agpp &, E) (3.12)

zu berechnen (fiir den Rest der Arbeit sei unter exists ohne weitere Zusitze immer exists!
verstanden). Der entsprechende u-Kalkiil-Term tritt sehr hiufig bei der Modellpriifung auf
(vgl. Abschnitt 5) und dessen Auswertung ist meistens (in Varianten) die mit Abstand auf-
wendigste Operation. Selbst mit dem gleich vorgestellten optimierten Algorithmus ist der Zeit-
aufwand fiir die Modellpriifung zum iiberwiegenden Teil vom Zeitaufwand fiir diese Operation
bestimmt. Dies zeigen die Abbildungen 3.23 und 3.24. Im ersten Beispiel wurde wiederum die-
selbe Lebendigkeitseigenschaft des Alternating-Bit-Protokolls tiberpriift wie in Abb. 3.28. Das
zweite Beispiel ist die Verifikation des DME Protokolls, in der einfachen optimierten Versi-
on (nur mit Vorwirtsanalyse und keiner inkrementellen Approximation der Ubergangsrelation).
In diesem Kapitel wurde zur Messung eine nicht optimierte Version der ucke benutzt, wodurch
die etwas lidngeren Zeiten wie bei der ausfiihrlichen Behandlung in Kapitel 5 zustande kommen.
Auch die Messung an sich verbraucht natiirlich Zeit.

In beiden Beispielen wurde die Gesamtzeit fiir die Modellpriifung und die Zeit fiir die Be-
rechnung von Varianten des Relationenproduktes aufgetragen. Zusétzlich findet man noch eine

Durch die Darstellung einer Menge von natiirlichen Zahlen als ROBDD nach Gleichung (3.11) erhilt man
sogar eine Normalform!
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exists?(f,g) | =

if f€{0,1} or gc{0,1} then f
else if top(f) > top(g) then exists?(f,hi(g))
else

if top(f) =top(g) then
lvBDD r
where

= | exists?(lo(f), hi(g))
r= existsz(hi(f),hi(g))

I =|exists>(lo(f),g)

r = eXiStSZ(hi(f)ag)

Abbildung 3.22: exists’: ROBDD x ROBDD — ROBDD
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Abbildung 3.23: Aufwand des Relationproduktes und von Substitutionen (ABP)




84 BDDs — Binére Entscheidungsdiagramme
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Abbildung 3.24: Aufwand des Relationproduktes und von Substitutionen (DME)

dritte MeBreihe, die die Zeit fiir die Berechnung von Substitutionen angibt. Die Prozentzahlen
geben den jeweiligen Anteil an der Gesamtzeit an.

Wenn man (3.12) einfach direkt ausrechnet, dann hat man nicht nur wie oben beim naiven
Ausrechnen des exists den Mehraufwand des mehrmaligen Durchwanderns und Kopierens von
beteiligten BDD-Knoten. Zusétzlich entstehen hier Zwischenresultate, die BDD-Variablen ent-
halten, die im spéteren Verlauf der Berechnung ,,herausquantifiziert” werden, also verschwin-
den. Dies bedeutet, dall die Zwischenergebnisse wesentlich grofer sein konnen als das Ender-
gebnis.

Um zu einem verbesserten Verfahren zu gelangen, wendet man einen dhnlichen Ansatz wie
beim exists? an. Man verschriinkt die beiden Algorithmen von exists! und Agpp und versucht
dabei, die Auswertung des inneren Algorithmus so weit wie moglich hinauszuschieben. Das
Resultat dieser Uberlegungen findet man in Abbildung 3.25 (vgl. /Burch et al., 1994/).

Auf dieselbe Weise lassen sich Algorithmen fiir den Allquantor behandeln. Fiir eine BDD-
Bibliothek mit Negationskanten ist dies nicht notwendig, wegen der Dualitit von Quantoren:

VE.t = —3E.—t VE.s—t = —dE.s A\t (3.13)

Bei der Modellpriifung tritt der rechte Fall sehr hdufig auf, wie in Kapitel 5 erlautert wird.
Hier werden die Allgorithmen (z. B. fiir das ,,foralllmplies*) nicht extra aufgefiihrt, da all diese
Spezialquantoren eine Spezialisierung des iteg-Algorithmus aus Abschnitt 3.8.4 darstellen.
Nun sollen die verschiedenen Moglichkeiten zur Berechnung von Quantoren verglichen
werden. Hierzu hat man prinzipiell die Moglichkeit, einen Spezialalgorithmus wie relProd zu
verwenden oder aber den Quantor durch die frither vorgestellten Algorithmen zu berechnen.
Im letzten Fall unterscheidet man noch einmal, ob die Quantifikation iiber Mengen verwendet
wird (existsl) oder aber sukzessive iiber die einzelnen Variablen getrennt ,,quantifiziert* wird.
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relProd(f,g,E) | =

if f=0o0r g=0 then 0
else if f=1 then exists(g,E)
else if ¢=1 then exists(f,E)
else if m € E then

[NVegpp 1
else

[ D—

where
m = min{top(f),top(g)}

[ =|relProd(fy,80,E)

r =|relProd(fi,g1,E)
where

(fo, f1) = cf(f,m)
(80,81) = cf(g,m)

Abbildung 3.25: relProd: ROBDD? x P(N) — ROBDD

Fiir die Quantifikation iiber einzelne Variablen hat man nun die Mdoglichkeit, den Algorithmus
exists’ zu verwenden oder aber Gleichung (3.8) auf Seite 74. SchlieBlich kann man dabei noch
die Reihenfolge der Variablen wihlen, iiber die quantifiziert (max = untere Variablen zuerst,
min = obere Variable zuerst).

Abbildung 3.27 zeigt deutlich, da} die Spezialalgorithmen weniger Zwischenresultate er-
zeugen und deshalb schneller sind (Abb. 3.26). Siehe Abb. 3.28 fiir weitere Details. Die Kurven
fiir die Zeit unterscheiden sich in einer ersten Niherung durch einen konstanten Faktor. Da fiir
die y-Achse eine logarithmische Skala gewahlt wurde, ergibt sich daraus, dafl die Beschleuni-
gung jeweils mehr als linear ist.

Die Analyse des Speicherverbrauchs zeigt, dal die Verwendung des Relationenproduktes
nur um einen linearen Faktor weniger BDD-Knoten generiert als die explizite Berechnung durch
Aspp und exists'. Dagegen scheinen die Versionen der sukzessiven Berechnung der Quantifika-
tion liber einzelne Variablen um mehr als einen linearen Faktor schlechter.

Dieses Experiment bestitigt ebenso die Beobachtung aus den Erldauterungen zu Abb. 3.19,
daf} im naiven Fall die Reihenfolge der Variablen, iiber die quantifiziert wird, so gewihlt werden
sollte, daBl zuerst iiber die unteren (groBeren) Variablen quantifiziert wird. Dieser Effekt spielt
sogar eine wichtigere Rolle als die Frage, ob ein Spezialalgorithmus fiir die Quantifikation iiber
Mengen benutzt wird, oder nach Gleichung (3.8) auf Seite 74 vorgegangen wird.
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Abbildung 3.26: Vergleich verschiedener BDD-Algorithmen fiir Quantoren (I).
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Abbildung 3.27: Vergleich verschiedener BDD-Algorithmen fiir Quantoren (II).
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- X X X X naive Quantifikation
5 X X restrict
%_ X X max. Var. zuerst
z X spez. Quantifikation
X relational product
sec | #KN sec | #KN sec | #KN sec | #KN sec | #KN sec | #KN

1] 45 152 | 3.0 95| 2.5 68| 2.0 48 | 1.6 17| 14 10

2| 14.6 | gcl 60| 233 | 50| 172| 34| 117 | 2.5 36| 1.9 21

3 192 | gc2 | 212 | ge2 | 7.7 | 287 | 4.8 77| 3.6 43

4 275 | ge3 | 11.8 | 169 | 7.6 93

5 349 | gc1 | 189 | 201

6 679 | gc2

Hier findet man pro Algorithmus im linken Teil der Spalte die Anzahl Sekunden, die fiir die Verifikation der Le-
bendigkeitseigenschaft der ABP benétigt wurde. Auf der rechten ist die Anzahl der BDD-Knoten angegeben, die
bei der Berechnung entstanden. Die Messungen wurden bei den verschiedenen Versionen nicht mehr fortgesetzt,
wenn eine Speicherbereinigung (engl. garbage collection) notwendig war. In der Tabelle ist aufgefiihrt, ab welcher
Anzahl Datenbits das geschah (z. B. gab es bei der dritten Spalte bei 1-3 Datenbits keine Speicherbereinigung, bei
4 Datenbits waren dann aber schon drei Speicherbereinigungen notwendig). Ab 3000001 aktiven Knoten wurde
die Schwelle gesetzt, ab der eine Speicherbereinigung moglich war. Dieser Wert fiihrte bei etwa 25MB Speicher-
verbrauch zur Speicherbereinigung, was eben gerade noch das Auslagern des Speichers (engl. swappen) bei der
verwendeten Maschine Pentium 120Hz, Linux) bei 32MB Hauptspeicher verhinderte. (vgl. Abb. 3.27 und 3.26)

uawLIoS]y-qqd derundQ §°¢

L8
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compose®(f,i,g) |::=

if f€{0,1} then f
else if top(f) =i then
itesnn (g, hi(f),lo(f))

else
= @s r

where
m = min{top(f),top(g)}

[ = composeo(fo7 i,80)

r o= composeo(fl,i,gl)
where

(f()af]) = Cf(fam)

(g07g1) = Cf<g7m)

Abbildung 3.29: compose’: ROBDD x N x ROBDD — ROBDD

3.8.2 Schnelle Algorithmen fiir Substitutionen

Auch fiir Substitutionen gilt das oben gesagte, dal man Zwischenergebnisse, wo moglich, ver-
meiden sollte. Man sollte also nicht nach Gleichung (3.10) auf Seite 74 vorgehen, sondern
statt dessen Spezialgorithmen verwenden. Mit demselben Ansatz der Verschriankung von Al-
gorithmen erhilt man aus Gleichung (3.10) den Algorithmus aus Abb. 3.29, der so auch in der
BDD-Bibliothek /Long, 1994/ zu finden ist. Da dieser Algorithmus in der dem Autor bekannten
Literatur noch nicht dokumentiert ist, wird hier die Semantik mit Beweis angegeben.

v

Satz 3.27 (Semantik von compose’) Es gilt

(compose®(£,i,8))a = (fhaix— (g)a}
fiir f,g € ROBDD, x€ W, A € 4, range(A) D var(f,g)U{i} und A(x) =

Beweis: Der Beweis wird gefiihrt durch Induktion iiber den Termaufbau von f. Fiir f € {0, 1}
ist nichts zu zeigen. Nun sei f keine Konstante. Falls top(f) = i, so erhilt man

(fhafx = (&hat = (x (hi(f))a V X {lo(f))a){x— {gha}
= (g)a (hi())a Vv {gha {lo(f))a
= ite((g)a, (hi(f))a, {lo(f))a)
= (itesop (g, hi(f),lo(f)))a
= (compose’(f,i,g))a

nach Satz 3.19. Sei also top(f) # i und die Hilfsvariablen seien wie im Algorithmus definiert.
Nach der Hilfsbehauptung aus Gleichung (3.6) auf Seite 69 und der Variablen y definiert als

yi=A"(m) # x gilt
(afx—=(ghat = (fida VI {foda){x—=y{gi)a V Y {go)a}

/\\/
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compose(f,p) |:=

if f€{0,1} then f
else

iteBDD(p(m), r, l)
where
m = top(f)

I =|compose(lo(f),p)
r =|compose(hi(f),p)

Abbildung 3.30: compose: ROBDD x [N — ROBDD] — ROBDD

Wenn man die Substitution {y — 1} auf beide Seiten anwendet, erhélt man

((f)afx= {g)ah{y = 1} = (fidalx = (g1)} = (compose’(fi,i,81))a = {r)a

und entsprechend fiir die Substitution {y — 0}

((f)atx = {g)ab){y = 03 = (fo)af{x = (0)} = (compose®(fy,i,80))a = (I)a

Nach dem Shannonschen Expansionstheorem (Satz 2.12) folgt

(Nafxr— (gha} =ite(y,nl) = (I r)a = compose’(f,i,g)

Die Terminierung des Algorithmus und compose’(f,i,g) € ROBDD folgen analog zum Beweis
von Satz 3.19. QU

Dieser Algorithmus Li8t sich wie beim Ubergang von exists’ zu exists! fiir beliebige Substitu-
tionen verallgemeinern. Die auf Seite 53 aufgefiihrten BDD-Bibliotheken verwenden bis auf
die vom SMV-System eine Variante des in Abb. 3.30 dargestellten Algorithmus. Dieser er-
wartet eine ,,BDD-Substitution” p: N — ROBDD, die bei einer Allokation A, deren Bild alle
auftretenden BDD-Variablen enthilt, der folgenden Substitution entspricht.

A\ 4

Definition 3.28 (Assoziierte Substitution) Zu p: N — ROBDD und
A€ A, mit range(A)D U var(p(i))
ieN

heifse VW S BY mit y={u (p(i))a | Alu) =i}

die zu p assoziierte Substitution auf BV .

A

Y Satz 3.29 (Semantik von compose) Sei f € ROBDD, p: N — ROBDD so gilt

{compose(f,p))a = (fhaY
fiir y und A wie in Definition 3.28.
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Dieser Algorithmus hat den Nachteil, dal im Spezialfall der Substitution von nur einer Varia-
blen (alle anderen werden auf sich selbst abgebildet) wiederum dieses mehrfache Durchlau-
fen von Zwischenergebnissen auftreten kann. Wenn zum Beispiel eine Variable weit unten im
BDD durch einen BDD ersetzt wird, der eine kleine Variable (in der Ordnung weit oberhalb der
ersetzten) enthilt, so durchlduft beim nachfolgenden rekursiven Aufstieg jedesmal die itegpp
Prozedur das Zwischenergebnis bis hinunter zur aktuellen Variable.

In diesem Fall ist der Algorithmus compose® vorzuziehen. Hier verhilt sich also die Ver-
allgemeinerung schlechter als der spezielle Algorithmus. Leider 146t sich compose nicht durch
compose” berechnen. Denn compose realisiert eine parallele Substitution, was nicht der Hin-
tereinander-Ausfiihrung des letzten Algorithmus entspricht (vgl. auch Definition A.8). So kann
man nicht wie in Abbildung 3.28 fiir exists Laufzeiten fiir compose mit denen von compose” an
Hand der Laufzeiten fiir die Modellpriifung vergleichen, weil die Modellpriifung die parallele
Substitution benotigt. Dem Autor ist kein Algorithmus bekannt, der dieses Problem I6st.

Auf der anderen Seite kann durch diesen Algorithmus ein BDD zu einer Allokation A
in einen BDD einer beliebigen anderen Allokation B umgerechnet werden (Bestimmung des
BDDs unter einer anderen ,,Variablenordnung*). Bei diesem Vorgang kann sich der BDD expo-
nentiell vergroBern, was in Kapitel 4 genauer betrachtet wird. Deshalb muf} die ,,worst case‘-
Komplexitit exponentiell sein.

3.8.3 Weitere Spezialalgorithmen
Der prelmg-Operator

Fiir die Verifikation von hauptsichlich!'! deterministischen Systemen, bei denen die Ubergangs-
relation eine Funktion darstellt, wurde in /Coudert et al., 1989/ fiir die Berechnung des Relatio-
nenproduktes eine andere Vorgehensweise gewéhlt. Zunichst wird in diesem Ansatz nicht der
BDD f fiir die Ubergangsrelation iiber den Variablen aus S = {s1,...,s,} und 8’ = {s},...,5,},
die den momentanen bzw. Folgezustand kodieren, und den Eingabevariablen I berechnet, son-
dern nur ein Vektor von BDDs (fi,...,f), wobei f; von Variablen aus S und / abhingt. Die
Hoffnung dabei ist, daf} alle f; zusammen wesentlich kleiner sind als f.

Der Zusammenhang zwischen beiden Varianten der Kodierung von Systemen ist dann in
einer vermischten'? Syntax zwischen BDD und B}, gegeben durch

n
fliss,s') = N filiss) & ]
i=1
Aufgabe hierbei ist es, unter anderem, den BDD fiir

prelmg(g,[f1,- .-, ful, 1) := 31.35". g(s) A f(i,s,5")

zu berechnen, ohne tatsidchlich den BDD fiir f berechnen zu miissen. Der Zusammenhang
zwischen den f; und f ergibt zunichst

A1.35.g(sS) A N filiys) ¢+ ]

i=1

Es 14Bt sich jedes echt nichtdeterministische System durch Einfithrung weiterer ,,Orakel*“-Eingaben in ein
deterministisches iiberfiihren.

2Fiir die weitere Darstellung sei es erlaubt, von dem formalen Weg der Trennung zwischen den einzelnen
Logiken abzuweichen. Die technischen Schwierigkeiten bei einer exakten Darstellung sind allzu groB.
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Abbildung 3.31: Veranschaulichung von monotonen Substitutionen.

Mehrmalige Anwendung von Gleichung (3.9) auf Seite 74 ergibt

. g(s){si— fi}

Der BDD fiir diesen Term 146t sich durch den spiter vorgestellten composes-Algorithmus be-
rechnen. Das Verfahren von /Coudert et al., 1989/ arbeitet direkt auf der Graphenstruktur und
verlangt, dal an den BDD-Knoten Zwischenergebnisse abgelegt werden konnen.

Monotone Substitutionen und der collapse-Algorithmus

Fiir manche Substitutionen p: N — ROBDD gibt es fiir bestimmte ROBDDs noch einen ,,di-
rekteren‘ Algorithmus als der von compose. Die asymptotische Komplexitit dndert sich dabei
nicht. Dafiir kann der Algorithmus als Grundlage fiir weitere Optimierungen verwendet werden
und hat auf jeden Fall eine bessere Konstante. Grundlegend fiir diesen verbesserten Algorith-
mus sind die folgenden zwei Definitionen.

Definition 3.30 (Variablensubstitution) Eine Abbildung p: N — ROBDD heifst Variablensub-
stitution auf W' C W oder bez. g € ROBDD mit W' D var(g) genau dann, wenn fiir alle i € W'
ein j € N existiert mit p(i) = 0--D—1.

Die Substitutionen, die bei der Auswertung der BDD-Semantik nach Satz. 3.24 auftreten, sind
alle von dieser Art. Es ist aber grundsitzlich in By, erlaubt, z. B. wie in dem Term X (u, u),
daB} zwei Argumente der Anwendung einer Pridikatsvariablen (X) aus derselben Variable (u)
bestehen. Solche Substitutionen erfordern den allgemeinen compose-Algorithmus. Sie sind in
einem gewissen Sinne nicht injektiv und der allgemeine compose-Algorithmus muf3 verwen-
det werden. Statt dessen konnen aber bei einer entsprechenden Wahl der Allokation und, wenn
solches mehrfaches Auftreten einer Variable in einer Argumentliste nicht vorkommt, auch injek-
tive Substitutionen gewihlt werden. Dabei sind insbesondere solche injektiven Substitutionen
interessant, die zusétzlich noch die Ordnung auf dem OBDD beachten.
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fastsub(f,p) |::=

if f€{0,1} then f
else

l@s ..... r

p(top(f)) = 0--—1
l

= |fastsub(lo(f), p)
r =|fastsub(hi(f),p)

Abbildung 3.32: fastsub: ROBDD x [N — ROBDD] — ROBDD, fiir p monotone Substitution.

Definition 3.31 (Monotone Substitution) Eine Substitution p: N — ROBDD heif3t monotone
Substitution auf W' C W oder bez. g € ROBDD mit W' D var(g) genau dann, wenn p eine
Variablensubstitution ist, und fiir alle i, j € W' aus i < j auch top(p(i)) < top(p(j)) folgt.

Monotone Substitutionen lassen sich graphisch wie in Abb. 3.31 veranschaulichen. Hierbei
erhidlt man den rechten BDD aus dem linken durch eine monotone Substitution. Wie in diesem
Beispiel zeichnet sich eine monotone Substitution dadurch aus, da} sich die grauen Linien
nicht schneiden oder auf der rechten Seite zusammenfallen. Nur dann hat der rechte BDD
dieselbe Gestalt wie der linke und geht aus dem linken durch eine Substitution hervor. Fiir
monotone Substitutionen kann man den Spezialalgorithmus aus Abb. 3.32 verwenden. Seine
Semantik erschlieft sich aus folgendem Satz. 1. allg. wiirde die Verwendung dieser Methode
zur Berechnung von Substitutionen auf ROBDDs die Ordnung zerstéren und nicht einmal die
Semantik erhalten.

Satz 3.32 (Semantik von fastsub) Es gilt

fastsub(f,p) = compose(f,p),

fiir f € ROBDD und p eine monotone Substitution.

Beweis: Der Beweis wird wie iiblich tiber den Termaufbau von f gefiihrt. Der Induktionsan-
fang f € {0,1} ist trivial. Fiir f = fo~O—f; und m := top(p(i)) gilt nach Induktionsvoraus-
setzung

compose(f,p) = ite(0--@—1, compose( f},p), compose( fo,p))

= ite( 0 (— 1, fastsub(fi,p),fastsub(fy,p))
= fastsub(fy, p)- — fastsub(f1,p))

= fastsub(f,p),

da p monoton ist und deshalb alle Variablen in fastsub(f;,p) und fastsub(fy,p) groBer als m
sind. U
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Eine Weiterentwicklung dieser Idee ist der collapse-Algorithmus aus dem SMV-System, der be-
stimmte Voraussetzungen an die Variablen der beteiligten BDDs macht. So werden die Varia-
blen des aktuellen Zustandes (s) mit denen des Folgezustandes (s”) verschrinkt allokiert (vgl. 4).
Die des aktuellen Zustandes werden durch gerade BDD-Variablen (natiirliche Zahlen) kodiert
und die des Folgezustandes durch ungerade. Wenn 2 - i eine BDD-Variable ist, die ein Bit des
aktuellen Zustandes kodiert, so erhélt man das entsprechende Bit der Kodierung des Folgezu-
standes als 2-i+ 1. Fiir durch 6 Bits kodierte Zustinde kann man solch eine Allokation wie
folgt visualisieren.

S0 S1 \Y) $3 S4 S5

50 s sh sh s s's

Als Beispiel betrachte man die Ubersetzung der CTL-Formel EF p (vgl. B.2.3), die der
Pradikatsvariablen X in IB%X unter der Pridikatsvariablendefinition

uX(s).p(s) v 3s' . T(s,s ) AX(5)

entspricht. Bei Berechnung der Approximationen der BDD-Semantik nach Satz 3.24 werden
in einem BDD iiber den Variablen, die fiir den momentanen Zustand s allokiert wurden, all
diese durch Variablen substituiert, die fiir den Folgezustand s’ allokiert wurden. In der hier
getroffenen Festlegung bedeutet dies, man hat den BDD auf den geraden Variablen, braucht ihn
aber auf den ungeraden. Durch die besondere Wahl der Allokation ist die benotigte Substitution
monoton und man kann den Algorithmus aus Abb. 3.32 verwenden.

Man kann aber auch noch einen Schritt weiter gehen und fiir den eben beschriebenen Fall
des Auftretens einer monotonen Substitution in einem Relationenprodukt einen speziellen Al-
gorithmus angeben. Dies ist der in Abb. 3.33 beschriebene collapse-Algorithmus.

Satz 3.33 (Semantik von collapse) Fiir f,g € ROBDD, var(g) C 2-N gilt

collapse(f,g) = exists(compose(g,p), E),

Beweis: p ist eine monotone Substitution bez. g. Deshalb geniigt es nach Satz 3.32 und der
Semantik von relProd zu zeigen

collapse(f,g) = relProd( f,fastsub(g,p),E),

was durch Induktion iiber den Termaufbau von f und g geschieht. Die Fille f = 0 oder
g € {0, 1} ergeben sich unmittelbar. Im Falle f = 1 und g # 0 beachte man, daf} var(g) C E
und somit exists(g,E) = 1. Seien nun f,g ¢ {0,1} und die Bezeichner wie im Algorithmus
gewihlt. Fiir m < top(g)+ 1 istm—1 < top(g), so dab cf(g,m—1) = (g,g), und die Indukti-
onsvoraussetzung ergibt den Rest. Sei nun m = top(g) + 1 oder top(g) = m — 1. Dann gilt mit
g' :=fastsub(g,p) und p(m—1) =m

¢ = gh@—g . (lo(g),hi(g)) = cf(g,m—1), mit
gy = fastsub(lo(g),p), g} :=fastsub(hi(g),p)
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collapse(f,g) | =

if f=0o0r g=0 then O
else if f=1 then 1
else if g=1 then exists(f,2N+1)
else if m € 2N+ 1 then
[Vepp T
else
[ D—

where
m = min{top(f),top(g)+ 1}

[ = CO||ap5e(f07g0)

r =|collapse(fi,g1)
where

(f()af]) = Cf(fam)

(g07g1) = Cf(g7m_ 1)

Abbildung 3.33: collapse: ROBDD? — ROBDD  (var(g) C2-N)

Seinunm € E =2-N+ 1. Damit ist

relProd(f, g, E) = relProd(fy, 80, E) Veoo relProd(fi,g!,E)

(
= relProd( fy, fastsub(lo(g),p),E) Veoo
relProd( fi,fastsub(hi(g),p),E)

= collapse(fp,lo(g)) Veoo collapse(fi,hi(g))
= collapse( fo,g0) Veop collapse(fi.g1)
= collapse(f,g)

Analog firm¢g E. Q

Wie aus dem Beweis ersichtlich kann dieser Algorithmus auf allgemeine monotone Sub-
stitutionen erweitert werden. So wurde hier nur die ,,Riickwértsanalyse vorgestellt, die fiir
die Berechnung von einfachen CTL und FCTL Semantiken ausreicht. Fiir die Berechnung der
erreichbaren Zustinde wird statt dessen eine ,,Vorwirtsanalyse* notwendig. Hier lautet die Pri-
dikatsdefinition wie auf Seite 19

uR(s).S(s) V 31.T(t,5) AR(1)

Der prinzipielle Unterschied zum vorigen Beispiel besteht darin, daf3 die Variable iiber die quan-
tifiziert wird, dem momentanen Zustand entspricht. Auch hierfiir 146t sich eine leicht veridnder-
te Variante des collapse-Algorithmus angeben, die im SMV-System fiir diesen Fall eingesetzt
wird."?

BDer prelmg-Algorithmus ist nur fiir die ,,Riickwirtsanalyse* gedacht. So wurde in /Coudert et al., 1989/ zu-
sdtzlich ein Img-Algorithmus vorgeschlagen, der nach einer vollig anderen Methode als der prelmg arbeitet und
hier nicht weiter betrachtet werden soll.
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onsetsize(f,E) |::=

if /=0 then 0
else if f=1 then 2%
else
2% (I+7)
where
E'={ecE|e>top(f)}
[ =|onsetsize(lo(f),E")
r =|onsetsize(hi(f),E’)

Abbildung 3.34: onsetsize: ROBDD x P(N) — N, wobei var(f) C E.

Der collapse-Algorithmus vermeidet das Erstellen einer Kopie des zweiten Argumentes. Er
kann aber nur angewendet werden, wenn man die Allokation entsprechend wihlt. Fiir nicht
monotone Substitutionen liefert er ein falsches Ergebnis. In Abschnitt 3.8.4 wird deshalb ein
neuer Algorithmus vorgestellt, der den collapse-Algorithmus als Spezialfall umfalit und auch
fiir beliebige Substitutionen korrekt arbeitet.

Der onsetsize-Algorithmus

Bei der Erreichbarkeitsanalyse wie beim Beispiel aus Gleichung (2.6.1) auf Seite 19 wird die
Menge der erreichbaren Zustidnde als BDD représentiert. Hier ist der Anwender des ofteren
auch an der Kardinalitét dieser Menge interessiert. Diese Zahl ist gleich der Anzahl erfiillender
Belegungen fiir den entsprechenden booleschen Ausdruck (vgl. Def. 2.3).

Genauer mufl man hier nur die Anzahl derjenigen Belegungen zihlen, die sich auf einer
ausgezeichneten Menge von Variablen unterscheiden und sonst einen beliebigen aber fiir alle
gleichen Wert besitzen. In dem erwéhnten Beispiel interessiert man sich also nur fiir

{p € W — B] | [(R(1))a]p = 1 und p(x) = O fiir alle x € W\u}/,

fiir entsprechend gewihltes A € 4. Hierzu kann man einen Algorithmus verwenden, der als
erstes Argument einen BDD f und als zweites eine Menge E von BDD-Variablen als Parame-
ter erhilt. Dabei wird var(f) C E vorausgesetzt. Dieser Algorithmus ist in Abb. 3.34 aufge-
zeigt.Seine Semantik ist aus folgendem Satz ersichtlich.

v

A

Satz 3.34 (Semantik von onsetsize) Fiir f € ROBDD, E C N mitvar(f) CE gilt
onsetsize(f,E) = |{a € B" | {f)a{xrs a} = 1},
wobei A € 4, mit range(A) D var(f)UE und
E={e,es....en}, |E|=n€eN, x:=A7(¢)

fiiri € {1,...,n}. Dabei sei {x — a} wie auf Seite 170 zu verstehen.
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Beweis: Zunichst seien die Elemente von E geordnet durch e; < ey < --- < e, und die Bezei-
chungen wie im Algorithmus gewihlt. Die Fille f = 0 oder f = 1 sind unmittelbar klar. Im
rekursiven Fall sei x := A~!(top(f)).!* Nun wibhle ein a € B" beliebig aus. Jetzt zerlege man
xinyxz=uyx, firy e wk, Z€E Wrtlundainbac=a, firbe B, cec B**lundacB,
so daB A(y) als Menge gleich E\(E’U {top(f)}) ist und ebenso A(z) = E'. Weiter sei zunichst
m:=n—k—1>0.DaA(y)Nvar(f) = 0, folgt weiter mit der Definition von {-)4

(Nalx—ar =1 & (laly= b {x—at {z—c} =1
& (alx—at {z—=ct =1
& (e h(N)a v ~x {lo(f)hu) s a} {zmr ek =1

(lo(f))a{z—rct=1 fallsa=0
{hi(s

< hi(f))a{z—c}=1 fallsa=1

Weil a und somit a beliebig sind und das Prefix b von a keine Rolle spielt, erhdlt man

{aeB" [ (fhafx—a} =1}
= e B} ([{ceB" [ {lo(f))afx— a} =1} +
HeeB" [(hi(f))alx—at =1} )=2"(+r)

Im Falle m = 0 gilt nach Vorausetzung {lo(f),hi(f)} = {0, 1}, womit/+ r = 1, und analog zum
Fall m > 0 durch Weglassen der Suffixe z und ¢ folgt der Rest. 1

Zur Implementierung ist zu sagen, daf} auch hier die Darstellung endlicher Mengen von natiir-
lichen Zahlen durch BDDs wie auf Seite 82 Verwendung findet. Des weiteren sollte man auf
Arithmetik mit FlieBkommazahlen zuriickgreifen, da das Resultat dieses Algorithmus aus sehr
groflen Zahlen bestehen kann (z. B. iiber 1029).

Der Constrain- und Restrict-Operator

In/Coudert et al., 1989/ wurden zwei BDD-Operatoren eingefiihrt, die dazu dienen, einen BDD
zu vereinfachen, unter der Annahme der ,,Giiltigkeit* eines weiteren BDDs. Dariiber hinaus
kann man diese Operatoren dazu beniitzen, um das Relationenprodukt in eine einfache Quan-
torenberechnung zu iiberfiihren (s. Satz 3.41). Dies bildet die Grundlage des Algorithmus fiir
den schon oben erwéhnten Img-Operator aus /Coudert et al., 1989/, der es erlaubt, bei der Er-
reichbarkeitsanalyse (Vorwirtsanalyse) von deterministischen Systemen auf die Berechnung
der globalen Ubergangsrelation zu verzichten.

Weitere Anwendung finden diese Algorithmen in den Optimierungen, die in Abschnitt 5.3
vorgestellt werden. Eine neuere Arbeit hierzu ist /McMillan, 1996/. Dort wird eine Technik
zur Reprisentation der Ubergangsrelation vorgestellt, die implizit funktionale Abhiingigkeiten
zwischen BDD-Variablen ausniitzt, um die Grof3e der entstehenden BDDs in Grenzen zu halten.

Fiir den Constrain-Operator findet man in der Literatur auch die Bezeichnung ,,generalized
cofactor®. Dies riihrt daher, daf3 er eine Verallgemeinerung des Kofaktors aus Def. 2.8 darstellt,
und somit eine Verallgemeinerung des Shannonschen Expansionstheorem erfiillt.

Die Algorithmen fiir den Constraint-Operator, (,,]*) und den Restrict-Operator (,,{}*) sind
in Abbildungen 3.35 und 3.36 dargestellt. In den Algorithmen aus /Coudert et al., 1989/ und

14Man verzeihe die Uberladung des Symbols ,,x*. So hat ,,x* mit ,,x“ nichts zu tun. Ersteres ist eine Variable
aus W und letzteres ein Vektor von Variablen (ein Element aus W").
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flg =
if g=0 then 0
else if f€{0,1} Vv g=1 then f

else
if go=0 then fi g,
else if gy =0 then f)]go

else

l@s ..... r

m = min{top(f),top(g)}

(fo, fr) =cf(f,m)
(80.81) = cf(g,m)

Abbildung 3.35: |: ROBDD? — ROBDD

flg ==

if g=0 then 0
else if f€{0,1} or g=1 then f
else
if m =top(f) then
if go—0 then f g
else if g; =0 then fyl go

else

else

fi (80 VebD g1)

where
m = min{top(f),top(g)}

(fo, f1) = cf(f,m)
(20,81) = cf(g,m)

Abbildung 3.36: |}: ROBDD? — ROBDD
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/Touati et al., 1990/ fiir diese Operationen ist der Fall g = 0 nicht erlaubt. Hierfiir kann man
aber einfach als Resultat O wihlen, wie das auch in /McMillan, 1996/ geschehen ist.

Der Algorithmus fiir ,,{}* unterscheidet sich von dem fiir ,,}* in der Behandlung des Falls,
daB3 der BDD des zweiten Argumentes eine kleinere oberste Variable hat als der des ersten.
Trifft dies zu, so wird im ,,{}*~Algorithmus die obere Variable aus dem zweiten BDD ,.her-
ausquantifiziert”, was durch ein ,,Oder* der beiden Nachfolger realisiert wird. Dieser innere
Aufruf des Algorithmus fiir ,,Vgpp“ fiihrt dazu, dal man wie beim Algorithmus fiir ,exists!
aus Abb. 3.21 keine einfache Komplexititsanalyse durchfiihren kann, sondern davon ausgehen
muB, daB} der Algorithmus im schlimmsten Fall exponentiell ist. Fiir den ,, |- Algorithmus trifft
dies nicht zu. Durch Verwendung des Ergebnisspeichers der SCAM ergibt sich hier ein lineares
Verhalten bez. der GroBe beider Argumente sowohl im Zeit- als auch im Platzverbrauch.

A

Satz 3.35 Sei f,g € ROBDD, so gilt

(fladan(eda = (fUghan{gda = (fHar{ga

fiir A € 4, range(A) D var(f,g).

Beweis: Der Beweis erfolgt, wie iiblich, iiber den Termaufbau von f und g. Ist einer der beiden
BDDs in {0, 1}, so folgt die Aussage unmittelbar. Ansonsten wihle die Bezeichner wie in den
Algorithmen und x := A~!(m). Ist go = 0, so gilt

(Aan{gha=(x(fi)a

Der Fall g; = 0 wird genauso behandelt. Es gelte also g¢, g1 # 0.

(han{eha = (fida Vx{foda) A (x{g1)a V X (g0)a)

x{fida g1da Vv T {foda (goda
=x((fidg)an{gi)a) vV x({fodgohar{go)a)
=xr{gi)a VII{go)a=(xrVvVxI) A (xg VXg)
(flgha N (gha

Damit ist der Beweis fiir ,,]“ beendet. Der Fall m = top(f) fir ,,{}* folgt genauso. Sei also
weiterhin m < top(f). Unter Verwendung der Tautologie ite(a, b, c) — (bV ¢) und der Giiltigkeit
vond =dAefiira,b,c,d,ec BV, falls d — e eine Tautologie ist, folgt

(Ian{eha = (fanite(x,{g1)a,{go)a) = {(SDaA({g1)aV (go)a) A {g)a
FYan{g1 Veon go)a A (g)a

S U (81 Veoo 80))a A (g1 Veoo go)a A {g)a

flg)an{eha

Letzteres wiederum mit der Tautologie ,,ite(x, (g1 )4, {go)a) — (&1 Veoo go)a“. Q

=N =R =

=
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Dieser Satz klért die Bedeutung der beiden Operatoren, ndmlich dal3 sie unter Annahme der
Giiltigkeit des zweiten Arguments einen BDD erzeugen, der zum ersten dquivalent ist. Wei-
terhin zeigt die Praxis, dal das Ergebnis meistens auch kleiner als der urspriingliche BDD ist.
Dennoch gibt es auch Beispiele, bei denen sich die Anzahl Knoten vergro3ern kann.

Als Korollar erhidlt man eine Art ,,bedingte Distributivitdt™ der Vereinfachungsoperatoren
iber die anderen booleschen Operatoren, welche spiter bei der Optimierung der inkrementellen
Generierung der Ubergangsrelation beniitzt wird.

v

Korollar 3.36 (Bedingte Distributivitit von ,, | *“ und ,,{*) Fiir f,g,h € ROBDD gilt

(_‘BDD )ig NAgpp & = _'BDD(f\Lg) AgpD &
(—eoo f)U g Aeoo & = —eon(fUg) Neop &

(fNeoog)dh Aepp b = (fLlh Asop g1 h) Aeop h
(fAeoo &) dh Ao b = (fUh Aspp 1) Aeop &
(fVeoo &) dh Aeoo b = (fLlh Veoo g1h) Aeop h
(

(f\/soog)llh Neop b = (fUh Veop gllh) Nepp h

Hierbei binde ,, |“ bzw. ,, || am stdiirksten.

A

Beweis: Sei @ € {|,{}} und A € 7 eine Allokation mit range(A) D var(f, g,h). Dann folgt mit
Satz 3.35 unter Verwendung von ,,aV b =a bV b* fiira,b € BV

{800 (f © &) Aeoo g)a = (f @ gha A (gha ={f@ehaV(eha
=(foehafedav{eda =(f)a(eaV(eha
= (f)aV(gha = (fan{gha
= <<_'BDDf>>A/\<<g>>A = ((—eoo /) @ &ha A (8)a

des weiteren fur ,,A“

<<(f/\BDDg)®h/\BDD h>>A = (vaDDg) h

P

da A {m)a = (f Neoo g)a A {h)a
IVaN(ghan(hha = ((fDaA(RYa) A ({gha A (R)a)
(feonryan{hya) n({g@h)ar(h)a)
(f@hyan{g@hha) A{h)a

VA

und schlieBlich fiir ,, V¢

{(f Neoo &) @ h Aeoo hYa = {(f Veoo 8) @ ha A (h)a = {f Veoo g)a A {h)a
= ({(/DaV{eha) ARha = ({FDa A (RYa) v ({gha A {1)a)
= ((f@rpaA(RYa) v ({g @ h)a A {R)a)
= ({(f@n)aV (8@ hYa) A (R)a

a

Dieses Korollar 146t sich fiir den ,,|“-Operator noch verstirken zu
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Satz 3.37 (Distributivitit von ,, |*) Fiir f,g,h € ROBDD gilt
(7o f)dg = “moo(f1lg) (hier g # 0)

(fNeopg)lh = flh Aeop glh
(fVeon g)lh flh Veoo glh

Beweis: Wiihle eine passende AllokationA € 4 mitrange(A) D var(f, g, h). Zunichst betrachte
die Negation. Fiir f € {0,1} oder g = 1 ist

(—eoo f) 1 & ="eoo.f = 7eon(f 1 8)

Seien also g und f keine Konstanten und die Bezeichner wie im Algorithmus und zusitzlich
x:=A"1(m). Fiir gg = 0 ist

_'BDD(fl/g) = _'BDD(f] ¢g1) = (_'BDDfl)ngla

nach Induktionsvoraussetzung. Mit ,,—ite(a, b, c) = ite(a, =b, ~c)* erhilt man

{ —soo f)a =ite(x, { ~soo f1)a,{ 70D f0)A), (3.14)
so daf}

m = min{top(—epp f),top(g)} und cf(—gpp f,m) = (~eop fo0. "BOD f1)
(3.15)

Damit ist (—gpp f) } € = (—eop f1) L g1. Der Fall g; = 0 folgt analog. Sei also go,g; # 0.

{ ~Boo(f L &))a = —ite(x, (f1 L g1)a, (fol go)a) = ite(x, ~(f1 ] g1)a, ={fo | g0)a)
= ite(x, { ~eoo (/11 &1))a,{ e (fol g0))a)
Eite(xa<<(_'BDDf1>~Lg1)>>A7<<(_'BDDf0>~LgO>>>A>
= {(~Boo f) $ g)a

wiederum mit den Gleichungen (3.14) und (3.15). Nun betrachte ,,A*. Ist h =0, g = 0 oder
f =0, so sind beide Seiten 0. Fiir # = 1 sind beide Seiten gleich f Agpp g. Im Falle g = 1 sind
sie gleich f | h und fiir f = 1 gleich g | h. Seien also f, g und & keine Konstanten. Definiere

m := {top(f),top(g),top(h)}, x:=A"(m)

(fo, f1) :=cf(f,m), (g0,81) :=cf(g,m), (ho,hy) := cf(h,m)

Fall a: m < top(h). Hier muB nocheinmal unterschieden werden, ob m in f Agpp g liberhaupt
noch vorkommt. Betrachte also den Fall al: m < top(f Agpp &), bei dem m zwar in f oder g
aber nicht mehr in f Agpp g vorkommt. Nach der Semantik von ,, Agpp “ gilt immer

{f Neop g)a = ite(x, { fi Aeop &1 )4 {fo Asop g0)a)
Da aber x & A~! (var(f Asop g)), gilt

Jf1\eop 81 = foNeop 80 = f Aeop & (3.16)
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Weiter hat man (egal ob top(g) > m oder top(f) > m)

(fLh Neoo gl h)a =ite(x, {fi L hYa, (fod h)a) A ite(x, (g1 )a. (g0 1)a)
ite(x, <<f1 L7 Aspp g1 »Lh>>Aa <<f0»l/h/\BDD gO»Lh>>A)
= ite(x, { (1 Asoo &1) 4 1) a, {(fo Aeoo 80) L A)a)

= ((f1 Neop g1) L 1),
= {(f Neoo &) L ha,
nach zweimaliger Anwendung der Induktionsvoraussetzung. Fiir al: m = top(f Agpp g) gilt
cf(f Aeoo &) = (fo Asoo &0, /1 Neoo &1) (3.17)
Nun ergibt die Anwendung des Algorithmus

<<(f ABDD g) ih>>A

ite(x, {(f1 Aeoo &1) + A)a, {(fo Aeoo &0) 4 1)a)

ite(x, {1 71 Aeoo 814 1), {fo 4 A Asoo o4 h)a)

= ite(x, (14 h)a, (fo L h)a) Nite(x, (g1 L ) a. (g0 1)a)
=(fLh A glh)a

Der letzte Schluf3 gilt auch, wenn top( f) # m oder top(g) # m. Nun kommt der komplexere Fall
b: m = top(h), bei dem noch unterschieden werden mu8, ob /o = 0 oder h; = 0.!> Betrachte
nun zuerst den Fall bl: m < top(f Aspp g). Weiterhin sei hier zunichst .y = 0. Dann hat man

flhAeooglh= filhiNeoogidhi = (fiAsoogi)lhi=(fAsoog)lhi=(fAeong)lh

nach Anwendung der Induktionsvoraussetzung und Beachtung von Gleichung (3.16). Genauso
verfahre man fiir #; = 0. Gelte also fiir den Rest von Fall bl sowohl /4 # 0 als auch Ag # 0.
Nach dem Algorithmus gilt
(f L hneoo gLh)a =ite(x, (fi L h1)a, {foldhoha) Aite(x, (g1 h1)a, (80| ho)a)
= ite(x, {f1 4 11 Neoo &1L A1 )a, {fod ho ANeoo 80 ho)a)
= ite(x, {(f1 Asoo &1) 4 A1 )a, {(fo Aeoo g0) | hoYa)
= ((f Neoo &) L h)a

wieder mit denselben Argumenten wie im Fall bl mit 4g = 0. Im letzten Fall b2 gelte m =
top(f Asop &) Fiir iy = 0 erhdlt man nun

flhAeooglh=filhiNeoogilhi = (fiAeoogi)dhi = (fAeong)lh

mit Beachtung von Gleichung (3.17). Analog argumantiert man fiir #; = 0. Gelte also Ay, hy #
0. Der Algorithmus ergibt dann mit Gleichung (3.17)

((f Neop &) L h)a = ite(x, {(f1 Aeop &1) + A1) a, {(fo Asoo 80) 4 ho)a)

ite(x, {14 711 Aeoo 81 L h1)a, {fo L ho Aeoo 8oL ho)a)

= ite(x, (f1 4 71)a, {fod ho)a) Nesooite(x, {g1 4 ~1)a, (g0l hoYa)
(fIhNeopglh)a

SDies war im Fall a nicht nétig, da dort cf (, m) = (h, h) gegolten hat.
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Nun zum ,, Vgpp ““. Im Falle & = 0 erhélt man auf beiden Seiten 0. Sei also & # 0, so daf sich
die Aussagen iiber ,, 7gpp “ und ,, Agpp *“ verwenden lassen.

(f Veop &) L h = (—eoo(~eop f Aeop e &) LA
= _'BDD((_'BDDf/\BDD ~'BDD g),Lh)
= ﬁBDD((_‘BDD f) 1 h Agpp (ﬂBDD g) ~Lh>
= _'BDD(_'BDD(fJ/h) A\BDD _'BDD(gJ/h))
=flhVeopglh

nach mehrmaliger Anwendung des DeMorganschen Gesetzes ,,aAb=aVb*. O

Wegen der funktionalen Vollstindigkeit von ,,—* und ,,A* in BY und ,, Agpp™ in ROBDD) ist
dies dquivalent zu (vgl. auch mit Theorem 3 aus /Coudert und Madre, 1990/)

Korollar 3.38 (Proposition 2.1 aus /Touati et al., 1990/)

compose(g, {i— fi}) | h = compose(g, {i— f; | h}) (fiir h £ 0)
fiir g, h, f; € ROBDD, i € N.

Damit , distributiert der ,, | “-Operator iiber alle booleschen Operationen, wenn das zweite
Argument ungleich 0 ist. Diese Forderung ist im allg. auch notwendig wie

(7800 0) L0 =0%# 1= —gpp0a = —gpp (04 0)

zeigt. Ein solches Gegenbeispiel 148t sich auf dhnliche Weise auch fiir die Implikation und ande-
re ,,nicht monotone* Operatoren angeben. Ebenso 146t sich Satz 3.37 nicht auf ,,{}* tibertragen,
wie folgendes Beispiel zeigt. Dabei sei A € 4 mit A(x) := 0, A(y) := 1.

itegon (x| 4, [Yl4 4 ¥]4,0)  falls % =, A
itesoo ([lx]4, L [¥la U 1l4)  falls 0% =, v*
= Ixlla

7 x4 @eoo 1[4

= lbella $le < ¥lla @eoo [yl4 & lbx < ¥l
=yl vyl a=I1yl 81

In /Touati et al., 1990/ wurde etwas weniger gezeigt, da der Algorithmus dort die Einschrin-
kung i # 0 macht. Fiir Assoziativitétseigenschaften von ,,|* siehe /McMillan, 1996/.

Fiir die Arbeit /Touati et al., 1990/ war das folgende Korollar zu Satz 3.41 (dort nur fiir ,, |
gegeben) noch wichtiger. Es erlaubt, die Berechnung des Relationenproduktes auf eine Hinter-
einanderausfiihrung des ,, ] “~-Operators und einer normalen Quantifikation zuriickzufiihren.

@yl 4 < vl = {

Korollar 3.39 (Proposition 2.2 aus /Touati et al., 1990/) Fiir f,g € ROBDD gilt

exists(f Aepp &, E) = exists(f | g,E),
wobei var(g) CE CN.
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Beweis: Fiir eine passende Allokation A € 4, mit range(A) D var(f,g)UE, muB fiir Wg :=
{x1,..., %} := A~(E) folgendes gezeigt werden

AWE. (f)an{gha = IWe.(f1g)a

Fiir die Richtung von links nach rechts reicht Satz 3.35 und die Tautologie a A b — a fiir
a,b € BV, die auch noch ,,unter Quantifikation* gilt. Fiir die Riickrichtung sei p, eine Va-
riablenbelegung fiir BY mit

[3WE.(flghalpo = 1
Die Definition der Semantik von [-] ergibt die Existenz eines a € B", so dal3
[(flghalp=1,  mitp:=po{xra}
Damit erhélt man aus Satz 3.41 eine Belegung p’ mit
1=[(/YA{ghalp" = T{S) A {ghalpofx— at{x— p'(x)}
[€f) A (ghalpotx— p'(x)}
= [3WE- (/) A {g)alpo.

wegen p'(y) = p(y) fiiralley € W\A~!(var(g)) DW\Wg. Q

]

f
f

]

Durch die Giiltigkeit der Sétze 3.35 und 3.41 auch fiir ,, |} kann mit demselben Beweis eine Er-
weiterung dieser Resultate aus /Touati et al., 1990, Coudert und Madre, 1990/ gezeigt werden.

Korollar 3.40 Fiir f,g € ROBDD gilt

exists(f Appp g, E) = exists(f | g, E), = exists(f{ g,E),

wobei var(g) CE CN.

Satz 3.41 Sei f,g € ROBDD, A € 4, var(f) C range(A), p eine Belegung fiir BY und @ ¢
{},U}. Falls [{f ® g)alp = 1, dann gibt es eine Variablenbelegung p', mit

[(/)an{ehalp’ =1,
wobei p(x) = p'(x) fiir alle x € W\A~(var(g)).

Beweis: Der Beweis wird gefiihrt durch Induktion iiber den Termaufbau von f und g. Im
Falle g = 0 oder f = 0 ist die Pramisse nicht erfiillt. Nun ist g # 0 und es gibt eine erfiillende
Belegung p’ fiir {g). Damit erhdlt man sowohl fiir f = 1 als auch fiir g = 1 (0.B.d.A. gelte
p(x) = p'(x) fiir alle x € W\A~!(var(g)))

() ALe)alp’ = [{fDalp’ Ale)alp’ = [{fDalp A1 =[(f @ g)alp =1

Im folgenden seien f und g keine Konstanten und die Bezeichner wie in den Algorithmen
gewihlt. Zusitzlich definiere x := A~!(m). Fiir gg = 0 ist

1=[(f@g)alp =[{fi @ g1)alp
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Die Induktionsvoraussetzung ergibt dann ein p”/, mit

1=[{fi)aN(g1)alp",

das auflerhalb der Variablen von g; und somit auch auflerhalb der Variablen von g mit p iiber-
einstimmt. Weiter erhilt man aus der Semantik von ,, Agpp

(an{gha =ite(x, {fidaA (g1 )a: {fo)a ANO) =xA(fi)aA(g1)a (3.18)

Da zwiegenderweise A(x) € var(g) , kann man p definieren als

1
iy - P(y) fallsy#x
p(y).—{ 1 fallsy = x

Mit Gleichung (3.18) folgt nun die Behauptung. Der Fall g; = 0 folgt analog unter Verwendung

") fallsy
v | Py fallsy#x
p@”—{o falls y = x

Fiir den Fall g, g1 # 0 (und ® # |} oder top(f) = m) gilt
[(f@ghalp = [x{fi @g1)alp V [*{fo@go)alp

Ist der linke Term der rechten Seite gleich 1, so verfahre man wie bei gg = 0. Ansonsten muf}
der rechte gleich 1 sein, und man kann wie bei g; = 0 vorgehen. Fiir ® = |} und m < top(f)
gilt weiterhin

[[<<filg>>A]]P = [[<<fU’(g0vBDDg1)>>A]]p =1

Damit erhilt man aus der Induktionsbehauptung ein p”, mit

1=[{fa A (goVeoo g1)alp” = [{f)a A {g0)alp” V [{f)aA{g1)alp”

Je nachdem, ob der linke oder rechte Term gleich 1 ist, definiere p’ wie zuvor. QO

3.8.4 Der .iteg-Algorithmus

In diesem Abschnitt werden die oben vorgestellten Algorithmen verallgemeinert. Dies fiihrt
zum citez-Algorithmus, der noch weitere aus der Literatur bekannte Algorithmen subsumiert.
Zunichst wird ein weiterer Algorithmus iteg angegeben, der eine Verallgemeinerung des Al-
gorithmus relProd aus Abb. 3.25 und somit auch der Algorithmen aus Abb. 3.21 darstellt
(vgl. Gleichung (3.13)). Seine Semantik ergibt sich aus der Kombination des Existenzquan-
tors mit itegpp:

ites(f, g, h, E) = exists(itegpp(f, g, 1), E)

Der Algorithmus ist in Abb. 3.37 dargestellt und ist eine einfache Erweiterung des Algorith-
mus aus Abb. 3.25. Entsprechend Tabelle 3.1 konnen nun weitere Algorithmen fiir z. B. das
,foralllmplies®) fiir den Term aus Gleichung (3.13) auf Seite 84 abgeleitet werden.

Als Zwischenschritt zum Ziel citeg sei der Algorithmus composes vorgestellt, den man in
Abb. 3.38 zu findet. Seine Semantik 148t sich aus folgender Gleichung ablesen

composes(f,p,E) = exists(compose(f,p),E)

Sein Aufgabe ist es zusitzlich den Spezialfall von (itez abzufangen, wenn zwei der ersten bei-
den Argumente von .iteg Konstanten sind. Der iteg-Algorithmus aus Abb. 3.39 fiigt dem noch
eine Operation hinzu und es gilt
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iteg(f, g, h,E) | =

if /=0 then exists(h,E)
else if f=1 then exists(g,E)
else if m € E then
[Vepp 1
else
= @s r

where
m = min{top(f),top(g),top(h)}

[ = iteEI(angOthvE)

r = iteg(f] 7g17h17E)
where
(fo, fi) = cf(f.m)

(80,81) = cf(g,m)
(h(),h]) = Cf(h, m)

Abbildung 3.37: ite;: ROBDD? x P(N) — ROBDD

composes(f,p,E) |:=

if f€{0,1} then f

else

iteg(p(m),r,[,E")

where
E" =var(p(m))NE
E' =E\E"
| =|composes(fo.p, E')
r =|composes(fi,p,E’)
where

m = top(f)
(fo, f1) = cf(f,m)

Abbildung 3.38: compose;: ROBDD x [N — ROBDD] x P(N) — ROBDD
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Citeﬂ(fvgvhvva) L=

if /=0 then exists(h,E)
else if f =1 then exists(g,F)
else
if m =top(f) then
iteg(p(m),r,[,E")

where
E" =var(p(m))NE
E' =E\E"

[ = citea(f07g7h7p7El)
r = citeﬂ(flagahaval)

else
ite3(0--@—1,r,1,E")
where
E"={m}NE
E/ — E\E”
I = Citeﬂ(fag()ahOa paE,>
ro = Citea(f7g17h17p7E,)
where _
m = min{top(f),top(g),top(h)}

(fo, f1) =cf(f,m)

(80,81) = cf(g,m)
(h(),h]) = cf(h,m)

Abbildung 3.39: .ite;: ROBDD? x [N — ROBDD] x P(N) — ROBDD
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Satz 3.42 (Semantik von iteg) Fiir f,g,h € ROBDD, p: N— ROBDD, E C N gilt

cites(f, g, h,p,E) = exists(ite(compose(f,p), g, h),E)

Beweis: Fiir den Beweis verwende man den Satz 3.29 und die Semantik von exists und iiber-
trage die Aussage nach BY

(citea(f,8,1.p,E))a = FEw .ite({f)a¥. (g)a, (1)a),

wobei Eyy := A~ (E), A € 4,y assoziiert zu p und

range(A) 2 EUvar(f,g,h)U Uvar
ieN

Der Basisfall f € {0,1} ist trivial, wenn man die Korrektheit von exists annimmt. Fiir m =
top(f) und x := A~!(m) gilt nach der Hilfsbehauptung aus Gleichung (3.6) auf Seite 69

JEw . ite(({f))Ay, <<g>>A, <<h>>A) =dEy. ite(ite(x, <<f] >>A7 <<f()>>A)’Y, <<g>>A, <<h>>A) =...

Durch Anwendung von Lemma 2.13 erhilt man

.. = 3Ew .ite(x, {f1)a, (fo)a)vg V ite(x, {f1)a, {fo)a)Y R
=3JEw . (x(fi)a)vg V (x{foda)yg vV (x (fida)yh V (x{fo)a)vh
=JEw .¥(x) ({(f1)avg V {fidavh) V ¥(x)({fo)ave V {fo)avh)
= JEw - ite(Y(x), ite({f1 )Y, (g)a. (1)), ite({ fo)a¥: (g)a, (h)a))

—n ==

Mit den Bezeichnern aus dem Algorithmus sei Ej;, := A~'(E') und E}}, := A~!(E"). Nun gilt
free(y(x)) N Ey, = 0, so daBl
.. = 3Ey 3By, ite(y(x), ite(( /1 )4, (g)a, (h)a), ite({ fo)aY, (g)a, (h)a))
= JEyy - ite(Y(x), I Eyy - ite({ 1 )aY, {g)a. (h)a), 3 Eyy - ite({fo)a¥. {g)a: (h)a))
= EIEW lte(Y( ) <<Cite5|(f1 agvthvE,)>>A7 <<Cite3(f07g7h7Y7E/>>>A>

=... r l

e
=

A’<

e
=

nach Induktionsvoraussetzung. Mit der Korrektheit von iteg folgt

= I Eyy - ite({p(m))a; (rha, (1)a) = (ites(p(m), L, E"))a = citea(f’ & h, p, E)

Nun sei m < top(f) und E’, E" entsprechend dem zweiten Fall im Algorithmus gewihlt. Wie-
derum definiere Ejy, := A~'(E'), Ejj, := A" (E") und x := A™!(m). Jetzt zerlege man g und h
nach der Hilfsbehauptung aus Gleichung (3.6) auf Seite 69
FEw .ite({f)aY. (g)a: (A)a)

= JEw .ite( (f)av,ite(x, (g1)a, (go)a),ite(x, {A1)a, (ho)a))
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Expansion der drei ,,ite* ergibt

-=3Ew (havx{gi)a vV (fDavx(g0)a V (
= JEw . xite((fYaY, (g1 )a, (M )a) V Xite({/Da, (80)a: (ho)a
= JEw .ite(x, ite(( /Y, (81)a, (m1)a), ite({SYaY, (80}, (ho)a) )
= 3Ey . IEy - ite(x, ite(( fa. >>Aa<<h1>>A)71t ({47, {g0)a: (hoda))

( )

AY
= 3EY, ite(x, IE, .ite({ a7, { w - ite({F)aY; (o), {ho)a))

davx (hi)a V (£)avx {ho)a

=

=

81
81

N
.S
=
=
N
.S
L
so

da x ¢ Ej,. Mit der Induktionsvoraussetzung folgt
14

.. = 3Ey, .ite({0- )— 1)a, {r)a,(I1)a) = (itez(0- )— 1,rnl,E"))a
= «Clteﬂ(fagahapaE>>>A

Terminierung folgt analog wie oben, die Terminierung von iteg vorausgesetzt. Da keine Knoten
konstruiert werden, folgt sofort citeg(f, g,h,p,E) € ROBDD. Q

Der Aufwand dieses Algorithmus ist natiirlich exponentiell, da der Spezialfallg=1,h=0
und E = 0 dem compose(f,p) entspricht und damit jede beliebige Variablenumordnung reali-
siert werden kann (vgl. Kapitel 4 und Seite 90 und 82). Weitere Spezialisierungen sind

cites(f,1,0,p,0) = compose(f,p)
cites(f,8,0,id,E) = relProd(f,g.E)
ctes(f,g,0,p,2-N+1) = collapse(f,g)
citea(g, 1,0, {s;— fi},I) = prelmg(g,[fi,---,fn),])

mit p’ :={j— 0-D—1]j€2-N, i = j+ 1} und natiirlich lassen sich deren Spezialisierungen
wieder mit citeg berechnen. Neu an dieser Auflistung sind auf jeden Fall collapse und prelmg.
Im Falle von prelmg ist dies ein neuer Algorithmus zu dessen Berechnung, wobei hier schon
composes ausreicht. Fiir collapse sind nun beliebige Mengen und Substitutionen erlaubt.

Man konnte sogar soweit gehen, alle oben vorgestellten Algorithmen in den ites-Algorith-
mus einzubauen. Damit hitte man einen Algorithmus, der die meisten wichtigen BDD-Algo-
rithmen subsumiert. Um dies zu erreichen miiliten aber noch sehr viele Fallunterscheidungen
beriicksichtigt werden, die eine Implementierung unter ausschlieBlicher Verwendung des cites
fiir alle Spezialagorithmen stark bremsen wiirde. Man beachte z. B., da} in der vorgestellten
Version im citeg-Algorithmus selbst keine Knoten erzeugt werden. Wiirde man also naiverweise
einfach die Aufrufe von iteg und exists durch Aufrufe von .iteg mit entsprechenden Parametern
ersetzen, so wiirde der entstehende Algorithmus fiir keine Wahl der Argumente terminieren.
Man kann also auch nicht erwarten, dafl durch dieses Zusammenfiihren ein knapper, iibersicht-
licher Algorithmus entsteht.

In der BDD-Bibliothek BDDsimple wurde dieser allgemeine Algorithmus implementiert.
Zusitzlich erkennt die ucke, ob eine Substitution in einem Relationenprodukt nicht sofort aus-
gewertet werden mul3, sondern mit dem .iteg berechnet werden kann. Dies ist zum Beispiel im
folgenden p-Kalkiil-Term der Fall, der aus dem Rumpf der Definition eines Préadikates stammt,
das fiir die Menge der erreichbaren Zustinde steht (vgl. mit Beispiel auf Seite 19 und 94).

3t.T(t,5) NX(1)
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nur relProd allgemeines citeg spezielles cite3™

#relProd | sec #.teg | #relProd sec | #cited | #relProd | sec

2 2431 | 0.28 2828 1300 | 0.33 1245 1138 | 0.28
3 8935 | 045 13605 4030 | 0.73 5396 3381 | 0.46
4 18120 | 0.70 32988 7600 | 1.34 | 11565 6249 | 0.74
5 36341 | 1.10 80910 13640 | 2.74 | 25402 10256 | 1.15
6 59362 | 1.58 | 161573 21663 | 4.93 | 43564 14645 | 1.67
7 94529 | 2.24 | 294802 32899 | 8.26 | 72683 19972 | 2.40
8| 139914 | 3.30 | 511046 47609 | 13.93 | 108475 25604 | 3.50
9 | 205301 | 4.54 | 1191601 90816 | 29.98 | 167391 32648 | 4.86
10 | 293020 | 6.38 | 2984880 | 199980 | 71.13 | 242221 39867 | 6.70

var

Tabelle 3.2: Vergleich von relProd, citeg und cite§® an Hand des Schedulers.

Nun nehme man an, daf} dieser Term in der Fixpunktiteration von X auftritt, so daB sich bei der
Berechnung der BDD-Semantik von X in jeder Iteration der Wert von X #ndert und so jedes
mal auch der Term X(¢) einen anderen Wert bekommt. Der Wert f von X(r) berechnet sich
durch eine Substitution p aus dem BDD f}, fiir X (n(X)) der vorigen (i-ten) Iteration. In diesem
Beispiel konnte z. B. (X ) = (s) gelten, so daB bei einer entsprechenden Allokation A

p(i) = j, fur A(s{k]) = i, A(t[k]) = j, 0 <k < [s]

Die Substitution vom einmalig berechneten BDD fiir T' (hier eigentlich auch 7(n(7'))) muf} nur
einmal ausgefiihrt werden. Das Resultat g kann fiir die nidchste Iteration gespeichert werden,
was die ucke automatisch erkennt. Nach diesen Substitutionen muf3 das Relationenprodukt
berechnet werden. Insgesamt also

relProd(compose(f,p), g, E) = cites(f,8,0,p,E), mitE := {A(t[k]) |0 < k < |t|}

Man beachte, daB3 hier keine monotone Substitutione vorliegen muf3, was die Voraussetzung fiir
die Anwendung des collapse-Algorithmus ist.

3.8.5 Verbesserung fiir Variablensubstitutionen

Die hier und auch allgemein bei der Berechnung der BDD-Semantik nach Satz 3.24 auftre-
tenden Substitutionen sind Variablensubstitutionen (vgl. Def. 3.30), ohne da} dazu im Algo-
rithmus fiir citeg ein Sonderfall existiert. Vergleicht man den collapse-Algorithmus mit dem
citeg-Algorithmus, so stellt man fest, dal beim iteg-Algorithmus sogar immer nur genau ein
Argument beim rekursiven Aufruf eine groere Variable hat als das entsprechende Argument in
der aufrufenden Funktionsinstanz. Beim collapse-Algorithmus kénnen beide Argumente erhoht
werden, was weniger Rekursionen erwarten 146t. Dies bestitigte sich auch in der Praxis. In
Tabelle 3.2 finden sich Laufzeiten fiir den Test auf Bisimulation des Schedulers von Milner mit
seiner Spezifikation (vgl. Abschnitt C.5 und 5.4.2).1°

In der Tabelle sind drei Experimente aufgefiihrt fiir jeweils zwei bis zehn Agenten. Die
erste Messung verwendet explizite Substitutionen und den relProd-Algorithmus. Die zweite

I6Hier wurde eine Version des Schedulers verwendet, bei der moglichst viele geschachtelte Quantoren auftreten.
In diesem Fall, ist der Abstand von Bild zum Urbild bei der Substitution einer BDD-Variable als natiirliche Zahl
relativ grof3, was beim allgemeinen .itez-Algorithmus zu vielen zusétzlichen rekursiven Aufrufen fiihrt.
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Clte\EI]ar(f7g7h7p7E) L=

if /=0 then exists(h,E)
else if f =1 then exists(g,F)
else
if p(top(f)) < g,h then
iteg(p(m),r,[,E")

where
m = top(f)
n = top(p(m))
E"={n}NE
E' =E\E"
[ = citegl (f07g07h07p7E,)
r= Clte\EI]ar(f g17h17p7El)
(f()af]) =cC ( )
(80-81) = cf(g,n)
(ho,hy) = cf(h,n)
else
iteg(O """ @§ 17}",l,E”)
where
m = min{top(g),top(h)}
E” {m}NE
E\E//
[ = Cite\gljar(fagOJhOvp?El)
r= Cite\éar(faglahlap7El>
(g0,81) = cf(g,m)
(ho, ) = cf(h,m)

Abbildung 3.40: ite’?": ROBDD? x [N — ROBDD] x P(N) — ROBDD mit p Variablensub-
stitution.

Messung verwendet den allgemeinen citeg-Algorithmus und die dritte den in diesem Unterab-
schnitt noch vorgestellten speziellen cite%"-Algorithmus. Bei den letzten zwei Experimenten
wurde auch die Anzahl rekursiver Aufrufe des relProd-Algorithmus angegeben, da dieser als
Spezialfall des iteg-Algorithmus verwendet wird, welcher wiederum als Spezialfall von citeg
bzw. ite}?" auftritt. Die Anzahl rekursiver Aufrufe von composes und iteg wurde in der Tabelle
nicht aufgefiihrt, sie sind aber auch vernachlissigbar. Die Messungen zeigen, daf} der allgemei-
ne citeg-Algorithmus nicht mit dem relProd-Algorithmus konkurieren kann. Deshalb braucht
man den speziellen cite3* -Algorithmus aus Abb. 3.40.

In der BDD-Bibliothek BDDsimple wurde statt Verwendung eines weiteren Algorithmus
eine zusitzliche Abfrage in citeg eingebaut, die iiberpriift, ob p(top(f)) eine Variable ist und
in diesem Fall den Rumpf von .ite}™ verwendet. Des weiteren wurde versucht alle Spezialfille
abzudecken. Darunter fallen wie schon erwéihnt compose; und iteg, aber auch Algorithmen
fiir die Kombination von exists bzw. compose mit den Algorithmen fiir die Operationen aus
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Abb. 3.1. Dariiber hinaus war ein erheblicher Aufwand vonnéten, die auftretenden Mengen (E
und E’) samt Mengenoperationen effizient auf der Reprisentation durch BDDs zu implemen-
tieren (vgl. mit Algorithmus exists? von Seite 83). Hier ist noch ein deutlicher Geschwindig-
keitszuwachs zu erwarten, wenn man statt BDDs Bitvektoren zur Reprisentation von Mengen
von BDD-Variablen verwenden wiirde. So ldft sich die etwas langsamere Laufzeit von .ite3*
gegeniiber ausschlieflicher Verwendung von relProd erkldren. Zusitzlich mufl aber erwéhnt
werden, daf citeg und cite}™" nicht kommutativ beziiglich den ersten beiden Argumenten sind,
wenn das dritte Argument 0 ist, so daf} die Optimierung von Seite 60 nicht verwendet werden
kann, was bei relProd der Fall ist. Dies gilt auch fiir den collapse-Algorithmus aus dem SMV-
System. Den Quellcode des cite3-Algorithmus kombiniert mit citef - Algorithmus, wie er in

der BDD-Bibliothek BDDsimple implementiert ist, findet man in Abschnitt C.1.

Satz 3.43 (Semantik von .ite}™) Fiir f,g,h € ROBDD, p Variablensubstitution, E C N gilt
«clte\éar(faga h7 va)>>A = E|E‘W : ite(«f»A% <<g>>A7 <<h>>A)7

A, Yund Ey wie im Beweis von Satz 3.42.

Beweis: Der Beweis wird gefiihrt durch Induktion iiber den Termaufbau von f, g und h. Der
Induktionsanfang ist klar. Sei also f ¢ {0, 1} und es gelte p(top(f)) < g,h. Die Bezeichner
stammen aus dem Algorithmus. Weiter definiere x := A~!(m) und

Ef :=AYE"), Ej:=A"YE

Zunichst ergibt die Voraussetzung

(YA =Ax) (fi)ar V A(x) {fo)ah = ite(A(x), {1 )ah, (fo)al)
(gha =Mx) (g1)a Vv Mx) (go)a =ite(A(x),{g1)a, (g0)a)
(m)a =Mx) (hi)a vV Ax) (ho)a = ite(A(x), (hy) )

Damit erhdlt man mit Lemma 2.13 und ,,Ausmultiplizieren*

I Ey -ite((f)a¥, (&)a; ()a)

= 3Ew . Mx) ((f1)ar (g1)a V {fi)ak (hi)a) V

Ax) ((fo)ar (go)a V (fodah (o))

= I By - ite(Mx), ite({f1 )ad, {g1)a, {1 )a), ite({fo)a, {go)a: (ho)a))

= JEy, . FE], . ite(A(x),ite({f1 ) a, {g1)a, (h1)a),ite({fo)ar, (go)a, (ho)a))

= JEj .ite(A(x), TE}, .ite({ /1 )ar, {(g1)a, (M1 )a),

3 Eyy -ite({ fo)ah: (go)a, (ho)a))

= JE}, .ite(A(x), {cite} (f1, 81,11, P, E") Y a, {citeX (fo, 80, ko, P, E') )a)

= JEj, .ite(A(x), {r)a, (I)a)

= (ites(p(m),r.l,E") )
nach zweimaliger Anwendung der Induktionsvorausetzung. Der zweite Fall ist derselbe wie der
zweite Fall beim Beweis von Satz 3.42. U4

S
==
Iyl
(=)
==
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Hashtabellengrofe: 524287 Hashtabellengrofe: 127
relProd cites relProd cites
n | #Kknoten | MB | sec | #Knoten | MB | sec | #gc | sec | #gc | sec
8 1182 51 03 928 5| 03 26| 0.2 18| 0.2
9 2237 51 05 1727 5|1 05 451 03 32 03
10 4318 51 07 3296 51 07 84 | 0.6 57| 0.6
11 8449 51 1.1 6403 S| 11} 132 1.1 | 100 | 1.1
12 16678 6| 2.0 12584 6| 19| 261 | 2.1 | 181 | 2.0
13 33101 71 39 24911 7 37| 517 | 43| 337 | 4.0
14 65910 9| 7.7 49528 8| 7.1 962 | 84| 621 | 7.7
15| 131489 | 11153 98723 | 10 | 142 | 1771 | 17.2 | 1151 | 15.8
16 | 262606 | 14 | 304 | 197072 | 13 | 27.6 | 3327 | 34.5 | 2055 | 30.9

Tabelle 3.3: Vergleich von relProd mit .iteg an Hand eines n-Bit-Zihlers.

Zum Schluf} sei noch ein Beispiel vorgestellt, das zeigt, wie der .iteg-Algorithmus vorteil-
haft eingesetzt werden kann. Am eindeutigsten setzt sich der citeg von relProd bei Verifikati-
onsaufgaben ab, bei denen viele Fixpunktiterationen auftreten, da hierbei sehr viele Zwischen-
resultate erzeugt werden. Ein besonders geeignetes Beispiel ist demnach ein n-Bit-Zihler, bei
dem bei einfacher Vorgehensweise (vgl. mit Abschnitt 5.4.2 und C.7) 2" Approximationen bei
der Berechnung der erreichbaren Zustinde auftreten.

In Tabelle 3.3 sind fiir jeden Algorithmus zwei Experimente aufgefiihrt. Einmal mit ei-
ner so groBen Hashtabelle mit 524287 Eintrdgen (,,unique table size*), daf fiir bis zu 16 Bits
keine Speicherbereinigung (,,garbage collection®) auftritt. Das zweite Experiment verwendet
eine solch grofle Hashtabelle mit 127 Eintrdgen, dafl gerade keine automatische Vergrof3erung
der Hashtabelle auftritt. Dies bedeutet umgekehrt, dal hier maximal viele Speicherbereini-
gungen stattfinden. Die dabei auftretende Anzahl BDD-Knoten kann um ein Vielfaches ho-
her als die Anzahl Eintrdge liegen, da Kollisionen durch direkte Verkettung aufgelost werden
(s. /Wirth, 1986/). Beim ersten Experiment ist die Anzahl vorkommender Knoten in der Ta-
belle aufgefiihrt. Beim zweiten Experiment war bei 16 Bit die maximale Anzahl Knoten 311.
Ansonsten ist hier unter ,#gc* die Anzahl benétigter Speicherbereinigungen aufgelistet.

Hier zeigt sich der Effekt, dal die Verwendung von ite5 wesentlich weniger Knoten er-
zeugt. Im ersten Beispiel kann dies direkt gezihlt werden und man errechnet eine Ersparnis von
24% erzeugten Knoten. Beim zweiten Experiment spart man sich 38% Speicherbereinigungen.
Insgesamt wirkt sich dies in beiden Beispielen in einer um etwa 10% schnelleren Laufzeit aus.
Bei allen vom Autor betrachten Beispielen verhielt es sich dhnlich. Immer wurde beim Einsatz
von citeg weniger Knoten erzeugt bzw. weniger Speicherbereinigungen benétigt. Die Erspar-
nis bei der Laufzeit war meist positiv. Eine Verbesserung der Behandlung von Mengen von
BDD-Variablen sollte diesen positiven Trend noch verstirken.
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3.9 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde ein neuer Zugang zu BDDs als freie Termalgebra modulo einem ka-
nonischen Termersetzungssystem vorgestellt. Dies gelang durch Einfithrung einer abstrakten
Maschine, mit deren Hilfe sich die fiir die Modellpriifung wesentlichen Algorithmen auf einer
einheitlichen Weise beschreiben und formal als korrektnachweisen lieBen. Dann wurde unter-
sucht, wie wichtig optimierte BDD-Algorithmen fiir die Modellpriifung sind. SchlieBlich wur-
de noch ausgehend von der Forderung nach effizienter Modellpriifung des gesamten p-Kalkiils
ein weiterer Algorithmus (citeg) entwickelt, der eine Verallgemeinerung bekannter, optimierter
BDD-Algorithmen fiir die Modellpriifung darstellt.

3.10 Ausblick

Die SCAM-basierte Implementierung von BDD-Bibliotheken verspricht einen Geschwindig-
keitsgewinn durch bestmdgliche Behandlung von Speicherbereinigung unter Beibehandlung
einer sehr effizienten Implementierungssprache wie C und C++. Hier sollte die begonnene
Implementierung von BDD (vgl. S. 65) zu Ende gefiihrt werden, um dies auch in der Praxis zu
bestdtigen. Dabei ist auch eine effiziente Behandlung von Mengen von BDD-Variablen ein-
zuplanen, damit der (iteg-Algorithmus gegeniiber der Verwendung von relProd noch besser
abschneidet.

Es ist vorgesehen die Eingabesprache der ucke um beliebige (nicht nur boolesche), endliche
Funktionen zu erweitern. Dann 146t sich der cite3-Algorithmus direkt mit dem prelmg-Operator
aus /Coudert und Madre, 1990/ vergleichen.

SchlieBlich sollte untersucht werden, wie der iteg-Algorithmus beniitzt werden kann, um
bei dynamischer Variablenordnung nach /Rudell, 1993/ dennoch fiir schnelle Berechnung des
Relationenproduktes zu sorgen (vgl. S. 162).
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Kapitel 4

Allokationsrandbedingungen

Die Generierung von guten Variablenallokationen ist eines der Hauptprobleme bei der Modell-
priifung im p-Kalkiil mit BDDs. Hierfiir stellt dieses Kapitel ein Verfahren vor.

4.1 Ubersicht

Die GroBe eines BDDs hingt sehr empfindlich von der gewihlten Allokation (Variablenord-
nung) ab. Dies wird an einigen Beispielen erldutert. Dabei wird klar, dal} sich fiir viele An-
wendungsgebiete ,,gute* und ,,schlechte* Allokationen dadurch unterscheiden, daf} sie gewisse
Randbedingungen (engl. constraints) erfiillen oder nicht.

Fiir die Modellpriifung gibt es zusitzliche Anforderungen an Allokationen. Sie sollten si-
cherstellen, dal BDD-Substitutionen, die bei der iterativen Berechnung von Préadikaten auftre-
teten, schnell durchgefiihrt werden konnen.

Diese Randbedingungen werden formalisiert und es wird gezeigt, wie verschiedene Rand-
bedingungen kombiniert werden konnen. So erhilt man einen weitestgehend automatischen
Allokationsalgorithmus fiir den Modellpriifer ucke. In vergleichbaren Systemen /Rauzy, 1995,
Enders et al., 1993/ muf} der Benutzer die Allokationen per Hand angeben und verliert einen
groBlen Teil des Komforts gegeniiber Spezialmodellpriifer wie dem SMV /McMillan, 1993a/,
bei dem gute Allokationen, was die Substitutionen betrifft, fiir die verwendete eingeschrinkte
Eingabesprache fest gewihlt werden konnen.

4.2 Einfithrung

Die Normalform eines BDDs ist nur eindeutig bis auf die gewéhlte Variablenordnung. Dadurch
ergibt sich natiirlich die Fragestellung, inwieweit verschiedene Variablenordnungen den redu-
zierten BDD beeinflussen. Der wichtigste Gesichtspunkt, auf den diese Arbeit sich beschrénkt,
ist die GroBe des reduzierten BDDs unter verschiedenen Variablenordnungen.

Aus praktischen Gesichtsgriinden stellt sich eher die umgekehrte Frage: Wie kann fiir eine
gegebene Boolesche Funktion eine Variablenordnung bestimmt werden, so da3 der reduzierte
BDD moglichst wenige Knoten besitzt? Diese Fragestellung wird als Problem der Variablenal-
lokation bezeichnet. Die ersten Untersuchungen auf diesem Gebiet sind schon in /Bryant, 1986/
erfolgt. Dort wurde eine exponentielle untere Schranke fiir die Multiplikation gezeigt. Genauer
wurde bewiesen, dal es bei einer festen Variablenordnung unter den BDDs fiir die 2 - n boo-
leschen Funktionen, die die ,,Ausgabebits* der Multiplikation zweier n-bit Zahlen darstellen,
einer vorhanden sein muf}, der in Abhédngigkeit von n exponentiell viele Knoten besitzt.
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Weitere Funktionen, wie die ,,hidden weighted bit function*, fallen unter dieselbe Klasse von
booleschen Funktionen, fiir die es keine polynomial groen (RO)BDDs gibt (/Bryant, 1991/).
Dies fiihrte zu Untersuchungen, die versuchen, das Konzept der BDDs so zu erweitern, dal} die
schonen Eigenschaften der BDDs, wie Normalform, polynomiale Kompositionsalgorithmen
usw. erhalten bleiben, aber die Klasse der polynomial repréasentierbaren booleschen Funktionen
groBer wird. Eine Ubersicht iiber diese Arbeiten findet man in /Sieling, 1995/.

Boolesche Funktionen, die ein Schaltnetz oder die Ubergangsrelation eines Schaltwerkes,
Automaten oder reaktiven Systems usw. darstellen, sind meistens nicht abstrakt, sondern durch
einen Ausdruck in einer formalen Sprache gegeben. Bei Schaltnetzen ist das iiblicherweise ei-
ne Beschreibung als Netzliste, bei den anderen Beispielen sind das Zustandiibergangstabellen
bis hin zu Beschreibungen in den entsprechenden Programmiersprachen. Unter diesen ,,Pro-
grammiersprachen® sind solche besonders interessant, die eine formale Semantik besitzen, oder
die fiir die betrachteten Anwendungsgebiete speziell entworfen wurden. Im Bereich des Ent-
wurfs von Kontrollern fiir Regelungs- und Steuerungsaufgaben sind vor allem synchrone Spra-
chen wie LUSTRE /Halbwachs et al., 1991/ zu nennen. Aber auch der graphische Formalis-
mus STATECHARTS /Harel, 1988/ gewinnt immer mehr an Bedeutung. Diese zwei Beispiele
zeichnen sich durch eine exakte Semantik und eine weitestgehende Akzeptanz zumindest im
universitdaren Bereich aus. Letzteres trifft auch im hohen Mafle auf die vor allem im Telekom-
munikationsbereich weit verbreitete Sprache SDL /CCITT, 1992, Hogrefe, 1989/ zu. Bei der
Hardware- Verifikation ist dies die Beschreibungssprache VHDL.

Eine Teilaufgabe der Verifikation mit BDDs ist nun die Ubersetzung solch implizit defi-
nierten booleschen Funktion in eine Darstellung als BDD (in der Schaltnetzverifikation ist dies
zumeist die einzige Aufgabe). Dabei muf3 man i. allg. den (Zustands-)Variablen des formal be-
schriebenen Systems BDD-Variablen zuordnen. Wiederum heif3t diese Zuordnung Variablenal-
lokation.

Komplexititstheoretische Untersuchungen (vgl. /Meinel und Slobodova, 1994/) zeigen, daf3
die Bestimmung der optimalen Variablenordnung fiir eine implizit dargestellte boolesche Funk-
tion ein NP-vollstindiges Problem ist. Um also zu ,,guten* Variablenallokationen zu kommen,
mulf} man Heuristiken anwenden /Malik et al., 1988/, /Fujita et al., 1988/ und /Fujii et al., 1993/.
Diese Arbeiten beschiftigen sich mit Variablenallokationen fiir Schaltnetze. Die Heuristiken
sind relativ einfach, erlauben aber die Verifikation von praktischen Beispielen, was bei zufil-
lig gewihlten Ordnungen an der Grofle der entstehenden BDDs scheitert. Eine theoretische
Rechtfertigung fiir diese Heuristiken findet man in /Berman, 1991/.

Eine zweite Methode, gute Variablenallokationen zu finden, besteht darin, keine feste Va-
riablenallokationen vorzuschreiben, sondern dynamisch beim Berechnen der BDDs entlang der
syntaktischen Struktur des Termes, der ,,implizit* die boolesche Funktion beschreibt, die Ord-
nung an die momentan behandelten BDDs anzupassen. Diese Idee wird in /Rudell, 1993/ niher
untersucht. Eine neuere Arbeit ist /Bern et al., 1995/, in der eine Methode zur Umordnung der
Variablen in BDDs vorgestellt wird, wobei vermieden wird, dall Zwischenresultate wesentlich
groBer als der urspriingliche BDD und das Resultat sind.

Die beiden bisher genannten Ansidtze zur Bestimmung guter Variablenordnungen sind im
Umfeld der Schaltnetz- Verifikation entstanden. Bei der iiblichen Definition von Modellpriifung
im Gegensatz zur Schaltnetz-Verifikation miissen einmal Allokationen fiir Variablen gefunden
werden, die Zustinde des zu verifizierenden Systems beschreiben, was sich fiir einfach be-
schriebene Ubergangsrelationen (keine parallelen Prozesse) mit obigen Methoden realisieren
laBt. Die Verifikation (z. B. Beweis von Sicherheitseigenschaften iiber Erreichbarkeitsanalyse)
benétigt zusitzlich noch eine Reprisentation der Ubergangsrelation als BDD. Die Ubergangs-
relation des Systems ist dabei eine boolesche Funktion iiber den Variablen, die den Zustand des
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Systems beschreibt, kodiert als Vektor von booleschen Werten, und iiber einer Kopie dieser Va-
riablen, die den Folgezustand beschreibt. Es wurde schon in /Touati et al., 1990/ erwihnt, da3
die Allokation fiir Variablen, die den aktuellen Zustand und Folgezustand beschreiben, ,,ver-
schriankt* geschehen soll, mit der Begriindung, dall dann effiziente Substitutionsalgorithmen
fiir die BDDs verwendet konnen (vgl. mit collapse-Algorithmus aus Abb. 3.33) Diese Argu-
mentation 148t sich nicht im Rahmen von booleschen Funktionen durchfiihren, sondern man
mul die bei der Modellpriifung auftretenden BDD-Operationen betrachten. Insbesondere die
Substitutionen, die bei Berechnung von Fixpunkten auf schon berechneten BDDs ausgefiihrt
werden, stehen hier im Mittelpunkt. Weiter ist klar, dal man nun Variablen behandeln muf3, die
Vektoren von booleschen Werten beschreiben und nicht nur wie bei der Schaltnetzverifikation
boolesche Werte.

Hierzu sei R die Ubergangsrelation eines Systems, fiir die ein BDD generiert wurde. Sie
hiingt ab vom aktuellen Zustand s und dem Folgezustand s'. Als IB%X—Ausdruck lautet sie

R(s,s")

Bei der Erreichbarkeitsanalyse wird die Menge E der erreichbaren Zustiinde berechnet. Diese
1aBt sich als Fixpunktiteration darstellen, indem man mit der Menge der Startzustdnde S beginnt
und daraus sukzessive die Folgezustinde bestimmt. In ]B%L/ kann dies so beschrieben werden

UE(s).S(s)V 3t.R(t,s) NE(t)

Hier mu3 man eine Allokation fiir ¢ finden, so dal} bei den Substitutionen bei der Anwendung
von R bzw. E im Rumpf des Quantors keine zu grolen BDDs entstehen. Es konnen hier grof3e
BDDs entstehen, da jede Substitution eine Umordnung der Variablen bedeutet. Dabei kann
ein groer BDD enstehen, falls die Ordnung nach der Substitution einer schlechten Allokation
entspricht.

Als formales System, in dem diese Betrachtungen durchgefiihrt werden konnen, wird in die-
ser Arbeit der y-Kalkiil (erweitert um boolesche Vektoren) verwendet. Ein erster Grund ist, daf3
sich viele Verifikationsprobleme durch Modellpriifung im u-Kalkiil erledigen lassen (vgl. B.2),
so daf} Algorithmen fiir die Bestimmung von ,,guten* Variablenallokationen im u-Kalkiil auch
gute Variablenallokationen fiir eingeschrinktere Verifikationsverfahren liefert. Dariiber hinaus
erlaubt ein Algorithmus fiir die Generierung guter Allokationen fiir den y-Kalkiil erst die Ver-
wendung eines allgemeinen u-Kalkiil Modellpriifers, wie das die ucke ist. Hier steht die ucke
in Konkurrenz zu spezialisierten Modellpriifern (wie dem SMV /McMillan, 1993a/) mit einer
weitaus geringeren Ausdrucksfihigkeit, die aber dank einer genauen Kenntnis der Spezifikati-
onssprache gute Variablenallokationen fest angeben konnen.

Neben dieser Problematik der Allokation von Variablen des aktuellen Zustandes und des
Folgezustandes, miissen bei der Allokation von Variablen bei der Modellpriifung i. allg. auch
solche behandelt werden, iiber die quantifiziert wird. Dies tritt u.a. bei Systemen auf, die re-
kursiv beschrieben sind, wie das z. B. bei einer Beschreibung durch ProzeB3algebren wie CCS
(/Milner, 1989/) der Fall ist. Hier besteht ein System aus Untersystemen, die wiederum aus
Untersystemen aufgebaut sind usw. Kombiniert werden diese Untersysteme durch einen (oder
mehrere) ,,Parallele” Verkniipfungsoperatoren, durch die auch die Synchronisation (die Kom-
munikation) der einzelnen Komponenten definiert ist. Nun muf3 die Semantik der Synchronisa-
tion der einzelnen Komponenten, auf BDD Operationen abgebildet werden. Die Vorgehenswei-
se, wie man hier zu einer globalen Ubergangsrelation gelangt, wird dann etwa die folgende sein.
Erst bestimmt man die Ubergangsrelationen atomarer Untersysteme (in /Enders et al., 1993/
werden diese ,,elementary transition systems* genannt) unter Verwendung der oben genannten
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Heuristiken fiir die Variablenallokation fiir Verifikation von Schaltnetzen. Danach geht man
rekursiv die Untersysteme nach oben und berechnet die BDDs fiir die auftretenden Kombina-
tionen von Untersystemen.

Das folgende Beispiel soll diesen rekursiven Schritt erldutern und aufzeigen, wo hier quan-
tifizierte Variablen ins Spiel kommen. Das Gesamtsystem G bestehe aus zwei Untersystemen
A und B, die iiber eine lokale Variable / synchron kommunizieren. Weiterhin gibt es noch eine
globale Variable g, iiber die sich die Untersysteme gemeinsam mit der Umwelt U synchronisie-
ren konnen. Der Einfachheit halber denotieren die auftretenden Variablen dabei Vektoren von
booleschen Werten.

@@

A B

G

U

Nun soll die Ubergangsrelation von G bestimmt werden. Die Umwelt werde dabei nicht weiter
betrachtet. Dazu habe man die Ubergangsrelationen R4 und Rp fiir die Untersysteme A und B
irgendwie (z. B. in IBSX) beschrieben und dafiir schon BDDs berechnet. Die Ubergangsrelationen
hingen von den aktuellen Werten des Zustandes des entsprechenden Untersystems, a bei A und
b bei B, den Werten der Folgezustinde, a’ bzw. b', und [ und g ab.!

Ra(g,l,a,d"), Rp(g,l,b,b")
Die Ubergangsrelation des Gesamtsystems R ergibt sich dann wie folgt
Rg(g,a,d,b,b") =31.RA(g,1,a,d’) ARp(g,l,b,b")

Der globale Zustand setzt sich aus den Zustinden der Untersysteme zusammen und die lokale
Variable [ tritt nach aulen (zur Umwelt hin) nicht mehr auf. Hat man nun schon syntaxgerichtet
den BDD fiir R4 und Rp berechnet, wobei man auch jeweils eine Allokation fiir die formalen Pa-
rameter angeben mufite, so stellt sich hier die Frage wie allokiert man die quantifizierte Variable
/. Im Rumpf des Existenzquantors miissen den Komponenten von / relativ zu den Komponenten
von g, a, d’, b und b’ BDD Variablen zugeordnet werden.

Solche Fragestellungen treten bei der Verifikation von Schaltnetzen nicht auf. Auf der ande-
ren Seite muf} jeder Modellpriifer, dessen Eingabesprache es erlaubt, Systeme durch Kompositi-
on zu beschreiben, Allokationen fiir solche Synchronisationsvariablen durchfiihren, so daf auch
hier das im folgenden vorgestellte allgemeine Allokationsverfahren verwendet werden kann.

Eine genauere Analyse, wie man fiir die Ubergangsrelation von durch CCS beschriebe-
nen Agenten gute Variablenallokationen findet, ist in /Enders et al., 1993/ beschrieben. Diese
Uberlegungen sind nicht nur auf CCS beschrinkt, sondern lassen sich auch auf andere kompo-
sitionale Systembeschreibungsformalismen iibertragen.

Neben diesen aus Sicht des u-Kalkiils einfachen Verifikationsaufgaben, wie Erreichbarkeits-
analyse und CTL-Modellpriifung (vgl. Abschnitt B.2), gibt es auch Aufgaben, bei denen die
Ubersetzung in den u-Kalkiil kompliziertere u-Kalkiil Ausdriicke erzeugt. Ein Beispiel hierfiir
ist die Bisimulation. Hierbei entsteht ein Term (vgl. auch mit Abschnitt B.2), der eine Viel-
zahl von quantifizierten Variablen enthélt. Weiterhin miissen Préadikate definiert werden, die

IDie Variablen / und g haben keinen Folgewert. Sie dienen nur zur Synchronisation!
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nicht direkt das Modell beschreiben. Ahnliche Effekte treten auf, wenn man Fairnef3 mit in-
tegriert oder wenn man den u-Kalkiil als Zwischensprache fiir CTL*-Modellpriifung benutzt
(siehe auch Abschnitt B.2).

Fiir die quantifizierten Variablen und die formalen Parameter dieser zuséitzlichen Pridikate
miissen Variablenallokationen gefunden werden. Die Vorgehensweise von /Enders et al., 1993/,
/Rauzy, 1995/ ist es, dem Benutzer die Angabe der Allokation aufzubiirden. Dies stellt einmal
einen unbedarften Benutzer vor gehorige Probleme. Zweitens verhindert es die einfache An-
derung von u-Kalkiilausdriicken zur Optimierung der Modellpriifung (man muf} ja bei jeder
kleinsten Anderung die Variablenordnung wieder konsistent machen) und schlieBlich erschwert
es erheblich den Einsatz eines p-Kalkiil-Modellpriifers als Komponente in einem Verifikations-
System, da ja nun die librigen Werkzeuge, die den Modellpriifer nur benutzen wollen, dazu
gezwungen sind, sich intensiv um Variablenallokationen zu kiimmern.

Um also die Modellpriifung u-Kalkiil mit BDDs effizient und praxistauglich durchfiihren zu
konnen, benotigt man eine Methode, die es gestattet, gute Variablenallokationen automatisch
zu generieren. Eine solche Methode vorzustellen, ist Ziel dieses Kapitels.
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a. gute Allokation b. schlechte Allokation

Abbildung 4.1: Allokationen fiir den Term ¢ := u = v.

4.3 Beispiele fiir Allokationen

In diesem Abschnitt werden fiir verschiedene u-Kalkiil-Terme gute und schlechte Allokationen
angegeben. Dabei werden drei Begriffe vorgestellt, die beschreiben auf welche Weise Variablen
in den betrachteten Termen ,,allokiert” sein miissen, um eine gute Allokation zu erhalten. Die
Formalisierung dieser drei Begriffe ist Bestandteil des ndchsten Abschnittes.

4.3.1 ,,Interleaving

Ein oft bei der Modellpriifung im u-Kalkiil vorkommender Ausdruck ist

= u=v,

der die Gleichheit zweier boolescher Vektoren darstellt. Er wird zum Beispiel bei der Berech-
nung der transitiv-reflexiven Hiille oder dhnlichen Operationen gebraucht, die man in abgewan-
delter Form bei der Berechnung der Bisimulation braucht. Noch dramatischer wird es dann
bei Interleaving-Semantiken von parallelen Systemen. Hier dndert sich ja immer nur genau der
Zustand eines Prozesses. Der Zustand der anderen Prozesse bleibt gleich.

Bei der Modellpriifung mit BDDs muf} # nach BDD iibersetzt werden. Formal ist dies die
Berechnung von |¢||, fiir eine Allokation A. Dabei sollte die Ubersetzung gewihrleisten, daf
der reduzierte BDD moglichst klein ist. Ob das gelingt, hingt sehr von der Wahl der Allokation
ab, die man ja bei dieser Abbildung frei wihlen konnte. Hier gibt es zwei Extremfille, die
motivieren sollen, warum gute Allokationen sehr wichtig sind.

Ein Beispiel fiir eine gute Allokation fiir die Ubersetzung von ¢ (die Linge von u und v sei
4) ist die Allokation A, mit

Al]):=2-i,  AQ[]):=2-i+1

fir 0 <i < |u| = |v| = 4. Hier werden die einzelnen Komponenten von u# mit denen von v
verschrinkt. Man spricht auch von ,,interleaving von u und v. Ebenso konnte man natiirlich
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auch v auf die geraden Zahlen abbilden und u auf die ungeraden, oder auch A’ ;== c-A+d
fiir beliebige ganze Zahlen c,d wire moglich, und u und v blieben dennoch verschrinkt. Die
Visualisierung von A findet man im folgenden Diagramm.

Up Ui u us3

Vo Vi V2 V3

In diesem Diagramm ist ein Auschnitt der positiven Zahlengeraden zu sehen. Die natiirlichen
Zahlen, auf die eine Komponente einer Variablen u abgebildet wird, ist durch einen Punkt ge-
kennzeichnet. All diese Punkte sind durch senkrechte Linien, mit einer horizontalen Linie
verbunden, die mit dem Namen der Variable beschriftet ist. Weiterhin nehme man an, daf3 der
Punkt ganz links der O zugeordnet ist, und die einzelnen Punkte genau um 1 auseinander lie-
gen. Um solch ein Diagramm den Ebenen eines BDD zuzuordnen muf3 man es um 90 Grad im
Uhrzeigersinn drehen.

Den BDD von ¢ findet man in Abbildung 4.1.a. Fiir beliebige u und v, mit |u| = [v| =n € N,
und entsprechender Modifikation von A hat dieser BDD 3 - n innere Knoten. Er wichst also
linear mit der Linge der Vektoren.

Die schlechte Allokation B sei definiert als

B(uli]) :=1, B(v[i]) := |u| +i
fiir 0 <i < |u| = |v| = 4 und hat als Diagramm

up ug U us

140 V1 %) V3

Den BDD |t findet man in Abbildung 4.1.b. Dieser ist im Gegensatz zur guten Allokation
A exponentiell groB} in der Linge von u. Letzteres ist die Aussage des nichsten Satzes (ohne
Beweis).

Satz 4.1
Fiir den Term t := u = v aus By, mit |u| = |v| = n € N, und die Allokation B, wobei

B(u[i]) =i,  BO[i]) = |u| +i.

fiir 0 <i < |u| = |v|, hat |t||z mehr als 2" innere Knoten.

In /Bryant, 1986/ wurde ein dhnliches Beispiel gegeben bez. dem Term
s:=x0Ax1 V xoAx3 V -V xp, AXxopg1, REN

aus BY . Auch hier muf man diejenigen x; mit geradzahligem Index i mit den x j mit ungeradem
Index j verschrianken. Bei geblockter Allokation erhidlt man wiederum einen exponentiellen
BDD. Fiir weitere praktisch relevante boolesche Funktionen, wie die Addition zweier n-bit
Zahlen verhilt es sich dhnlich. Man beachte auch die Erlduterungen zum collapse-Algorithmus
auf Seite 93.
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a. gute Allokation b. schlechte Allokation

Abbildung 4.2: Allokationen fiir den Term f(u) A f(v).

4.3.2 ,,Blocke*

Nun betrachte den Term
t = flu)Af(v), ul = v| =3,

wobei die Funktion f (in By,) definiert ist als
Flw) = ite(w[0], w[1], w[2])

In Abbildung 4.2 sind die entsprechenden BDDs fiir die folgenden Allokationen dargestellt.
Hier ist die gute Allokation A definiert als

Ali)) =i,  AG[]) =lul+i,  0<i<|u|=|y|=3

mit folgendem Diagramm

up U us

Vo Vi V2

Die schlechte Allokation B ist
B(uli]) :==2-1i, B(v[i]) :=2-i+1, 0<i<|ul=1|=3

mit dem Diagramm

Ug uj us

V0 V1 1%}

Ein prototypisches Vorkommen dieser Art von Termen findet man z. B. bei der Kombination
der Ubergangsrelationen von relativ unabhingigen Teilsystemen. Der Extremfall tritt dann ein,
wenn ein Untersystem A vollkommen unabhéngig von einem Untersystem B ist. In diesem
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Fall sind die Mengen von Variablen, von denen die Ubergangsrelationen (und damit die dafiir
berechneten BDDs) der einzelnen Systeme abhédngen, disjunkt. In dem einfithrenden Beispiel in
diesem Kapitel wire dies z. B. dann der Fall, wenn R4 nicht von / und Rp nicht von g abhingen
wiirde.

Der Grund dafiir, dal hier A einen kleineren BDD liefert als der fiir B, liegt darin, dal} die
Anwendungen von f trivialerweise keine gemeinsamen Variablen verwenden, so daf3 der Wert
der booleschen Funktion fiir f(u) vollig unabhingig von dem Wert der booleschen Funktion
fir f(v) ist. Oder anders ausgedriickt, die Belegung fiir u ist fiir den Wert von f(v) vollig
bedeutungslos.

Die Knoten in einer Ebene eines BDD entsprechen genau den verschiedenen Moglichkeiten,
auf welche Weise nach ,,Lesen* der Variablen der hoheren Ebenen, weitere Variablenbelegun-
gen den Wert der reprisentierten booleschen Funktion noch beeinflussen. Aus diesem Grund
sollten zwei Variablen, deren Belegung unmittelbar den Wert von f beeinflussen (wie das z. B.
bei den i-ten Komponenten von u# und v in # = v der Fall ist) auch moglichst nebeneinander
allokiert werden. Sind zwei solche Variablen weit voneinander weg allokiert, dann miissen ent-
sprechend viele BDD-Knoten zwischen den Ebenen dieser beiden Variablen eingefiihrt werden,
um den Wert der hoheren Variable zu speichern. Dies erklirt die Giite der Allokationen im
letzten Abschnitt.

Aber auch der UmkehrschluB3 gilt, wie dieses Beispiel zeigt. Fiigt man zwischen zwei kor-
relierten Variablen (z. B. den Komponenten «[0] und u[1] im Beispiel dieses Abschnittes) eine
unabhéngige Variable (v[0] durch ,,interleaving von u mit v) ein, dann fiihrt das nach obiger
Argumentation zu zusitzlichen BDD Knoten. Dies bedeutet also, daf3 die Komponenten unab-
hingiger Variablen nicht iiberschneidend, sondern ,,geblockt* allokiert werden sollten.

Fiir CCS wurde in /Enders et al., 1993/ diese Heuristik benutzt, um eine obere Schranke fur
die GroBe von BDDs fiir die Ubergangsrelation von Agenten anzugeben. Diese ist polynomi-
al in der Anzahl Komponenten und exponentiell in der GroBe des Komunikationsalphabetes
(Anzahl Aktionen). Fiir eine eingeschrinkte Klasse von Agenten konnte zusitzlich auch eine
polynomiale Schranke gezeigt.

Hier wird deutlich, dal} die beiden Konzepte des ,,Verschrianken* und des ,,Blocken* kom-
plementdr sind. Spiter bei der formalen Behandlung motiviert dies eine Einschridnkung an
Randbedingungen fiir Allokationen, die besagt, dall zwei Variablen nicht gleichzeitig geblockt
und verschrinkt werden konnen.

4.3.3 ,,Ordnung

Der dritte Bestandteil, der im ndchsten Abschnitt formal eingefiihrten Randbedingungen fiir Al-
lokationen, ist die Ordnung von u-Kalkiil Variablen, also im allgemeinen Vektoren iiber boole-
schen Werten. Diese konnen ja wie oben dargestellt geblockt oder verschriankt allokiert werden.
Im ersten Fall ist relativ klar was das bedeuten soll. Wenn u geblockt vor v allokiert werden
soll, dann miissen eben alle Komponenten von u« vor denen von v allokiert werden. Im zweiten
Fall konnte man davon sprechen, daf die erste Komponente vor der zweiten beginnt. Wegen der
Monotonie von Allokationen ist dies dquivalent dazu, daf3 die erste Komponente der ,,kleineren*
Variablen vor der ersten Komponente der ,,groeren* Variablen allokiert wird.

Hierzu wird ein Beispiel in der Eingabesprache des Modellpriifers ucke angegeben, da in der
einfachen Version des u-Kalkiil IBSX keine Typen oder Fallunterscheidungen (,,case-statement)
vorhanden sind, was die Formulierung eines sinnvollen Beispiel erheblich erschwert. Das Bei-
spiel stellt das Fragment eines sehr einfachen Akkumulators in einem hypothetischen Prozessor
dar.
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a. gute Allokation b. schlechte Allokation

Abbildung 4.3: Allokationen fiir die Ubergangsrelation eines einfachen Akkumulators.

1 enum N { And, Or, Implies, Not };

2 bool accumulator (N n, bool o0ld[2], bool newl[2])

3 new[l] = old[l] &

4 case

5 n = And: new[0] <-> (0ld[0] & old[1]);

6 n = Or: new[0] <-> (old[0] | oldI[1l]);

7 n = Implies: new[0] <-> (0ld[0] -> old[1l]);

8 n = Not: new[0] <+> o01d[O0];

9 esac;
10 bool bad _accumulator (N n, bool 0ld[2], bool new[2])
11 accumulator (n,old,new) {AllocationConstraint new -< n};
12 #size accumulator; #visualize accumulator;

13 #size bad accumulator; #visualize bad accumulator;

Zum Verstidndnis einige Erkldarungen zur Eingabesprache der ucke. Tiefergehende Erléduter-
ungen findet man im Kapitel 5. In Zeile ,1° steht die Definition der Steuerbefehle als Auf-
zahlungstyp, der intern (bei Verwendung von ,,Booleschen Pradikaten®, vgl. 5) durch zwei Bits
kodiert wird, denen zwei BDD Variablen zugeordnet werden. Der hier betrachtete Akkumulator
soll nur die booleschen Operatoren fiir das logische ,,Und* und ,,Oder*, die ,,Implikation* und
die ,,Negation* als Befehle verstehen. Er hat zwei boolesch-wertige Register, die beide als
boolescher Vektor der Linge zwei dargestellt werden (bool o01d[2] und bool new[2]).

Die Ubergangsrelation accumulator ist in Wirklichkeit eine Funktion, die einen Befehl
n auf der Steuerleitung liest, den alten Zustand des Akkumulators o1d hernimmt, um daraus
den neuen Zustand new zu berechnen. Die Argumente fiir die durch n gegebene boolesche
Operation miissen dabei in den beiden Registern o1d [0] und 01d [1] stehen. Das Ergebnis der
Operation wird in Register 0 (new [0]) abgelegt, der bisherige Inhalt wird also iiberschrieben.
Register 1 (01d[1] bzw. new [1] verdndert sich dabei nicht (Zeile ,3 ‘). Die Fallunterscheidung
von Zeile ,4° bis Zeile ,9° ,berechnet den neuen Wert von Register 0. Uber das Schreiben und
Abspeichern von Registern wird hier nichts ausgesagt.

Durch die ASTI-Heurisik (vgl. S. 138) werden o1d und new verschrinkt allokiert. Ebenso
verwendet die ucke die Heuristik, dal wenn sich keine anderen Ordnungs Randbedingungen
ergeben, wenn moglich die lineare Anordnung aus der Eingabe beibehalten wird. Dies bedeutet
fir Allokation der Variablen von accumulator, dafl n vor old und old vor new allokiert
wird. So sieht auch die (gute) Allokation A aus, wenn die GroBe des BDDs fiir accumulator
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in Zeile ,12° ausgegeben werden soll, wofiir zuerst der BDD berechnet werden mub.
A(n[i]) =i, A(old[i]):=2-i+2, A(new[]):=2-i+3, fir0<i<2

Als Diagramm kann man A wie folgt darstellen

new

ng n; oldy old;

new newi

old

Das Kommando #visualize veranlat die ucke anschlieBend, diesen BDD zu visualisieren.
Das Ergebnis findet man in Abbildung 4.3.a. Das ,,Gute* an dieser Allokation ist, daf} die Steu-
erleitung vor den Daten allokiert ist. Anhand des Inhalts der Steuerleitung wird entschieden,
welche Operation der Akkumulator ausfiihrt. Fiir ein Entscheidungsdiagramm fiir die Uber-
gangsrelation des Akkumulators sollte deswegen die Fallunterscheiung nach Art des Operators
auch die erste sein.

Bei der schlechten Allokation werden alle Operationen im Prinzip erst ausgefiihrt werden,
bevor entschieden wird, welche denn nun angefordert wurde (dhnlich einem ,,delayed branch*
in modernen RISC Prozessoren). Dies ergibt die (schlechte) Allokation B

B(o1d[i]) :=2-i, B(newl[i]):=2-i+1, B(n[i]):=i+4, fir0<i<?2

mit dem Diagramm

0ldp newy oldj new

g 1

old

new

Um solch eine schlechte Allokation zu erzeugen, wird bad_accumulator in Zeile ,10° bis
Zeile ,11° definiert unter Verwendung von accumulator. Zusitzlich wird aber eine Allokati-
ons Randbedingung angegeben.

11 ... {AllocationConstraint new -< n};

Diese besagt, daB3 die ucke versuchen soll, die Variable n hinter new (und damit auch hinter
014d) zu allokieren. Das Ergebnis findet sich in Abbildung 4.3.b.

Diese Ordnungs-Randbedingungen sind auch sinnvoll fiir die schon betrachtete Berechnung
von BDDs fiir Ubergangsrelationen von ProzeBalgebra-Termen. Hier spielen die Aktionen die
Rolle der Steuerleitungen (s. /Enders et al., 1993/). Ahnliche Uberlegungen wie beim obigen
Beispiel finden sich in /Burch et al., 1994, McMillan, 1996/.

In dieser Arbeit soll nicht versucht werden, diese zum Teil nicht formalen Rechtfertigun-
gen fiir die verschiedenen Randbedingungen vollstindig zu beweisen (Fiir das ,,Verschrinken
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wurde dies in Satz 4.1 an einem Beispiel durchgefiihrt). Auch in der Literatur gibt es nur sehr
wenige Ergebnisse zu diesem Thema ,,Bestimmung von minimalen Allokationen fiir boolesche
Funktionen®. Dieses Problem an sich ist ja NP-vollstandig (vgl. /Meinel und Slobodova, 1994/).
Die schon oft zitierte Arbeit /Enders et al., 1993/ stellt hier eine Ausnahme dar und fiir ein-
fache Zihler wird diese Thema in /Theobald und Meinel, 1996/ untersucht. Stattdessen wird
hier festgestellt, daf} es bewéhrte, aus der Praxis stammende Anforderungen an Allokationen
gibt. Darunter fallen auf jeden Fall die drei in diesem Abschnitt vorgestellten, ,,Verschrinken®,
,Blocken* und ,,Ordnung*.

4.3.4 Kombination von Randbedingungen

In den vorigen Unterabschnitten wurden einige grundlegende Randbedingungen an Allokatio-
nen betrachtet. Was aber fehlt, ist eine Methode, Allokationsrandbedingungen zu kombinieren,
so dal automatisch Allokationen generiert werden konnen, die die gegebenen Randbedingun-
gen erfiillen. Wie dies geschehen kann, wird in diesem Abschnitt an einem Beispiel vorgestellt.
Dem nichsten Abschnitt ist es vorbehalten, dies zu formalisieren und den Allokationsalgorith-
mus des Modellpriifers ucke vorzustellen.

Als Beispiel betrachte man wie auf Seite 77 die Berechnung der transitiven Hiille 7* einer
biniren Relation 7. Dies spielt in abgewandelter Form als Hiille iiber e-Ubergiinge beim Beweis
von Sprachinklusion fiir »-Automaten oder in #hnlicher Weise bei Bisimulations-Uberpriifun-
gen eine wichtige Rolle (vgl. Kapitel 5). Dazu sei folgende Definition im u-Kalkiil IB%X gegeben
(vgl. S. 77):

uT*(s,t).s =tV 3i. T(s,i) NT*(i,1),

Die grundlegende Idee besteht darin, wie bei der Berechnung der Semantik eine Fixpunktitera-
tion durchzufiihren. Jetzt jedoch nicht iiber dem Verband der Priadikate, sondern iiber Alloka-
tionsrandbedingungen. Am Anfang wird fiir 7* die kleinste Randbedingung angenommen, die
tiberhaupt keine Einschrankungen macht. Damit geht man in den Rumpf von 7*. Hier findet
man in der ersten Iteration die Randbedingung an s und i, die durch 7'(s,7) gegeben ist. Nun sei
keine Heuristik benutzt worden und auch der Benutzer habe keine Randbedingungen zur Allo-
kation der Parameter von 7" angegeben. Damit besteht auch keine Einschrinkung an s und i.
Aber der Term s = t erzeugt nach Satz 4.1 die Randbedingung, dal s und ¢ verschrinkt werden
sollen. Das Ergebnis der ersten Iteration ist also gerade diese letzte Randbedingung.

Mit dieser geht man nun wieder bei der zweiten Iteration in den Rumpf von T*. Nach
Substitution erhdlt man innerhalb des Quantors die Randbedingung, dall # und i verschrinkt
sein sollten. Hier stellt sich nun zum erstenmal die Frage, wie die zwei Randbedingungen ,, s
verschrankt mit 7 ““ und ,,¢ verschrankt mit i “ kombiniert werden konnen. Nimmt man nun an
(dies die erste Vereinfachung, die man auf der Suche nach einer guten Allokation trifft), da nur
solche Allokationen betrachtet werden, bei denen ,,Verschrinken® transitiv ist, dann erhalt man
zusitzlich die Randbedingung, daf} auch s mit i verschrinkt sein sollte. Eine weitere Iteration
bestétigt, da3 damit auch schon ein Fixpunkt erreicht ist.

Dieser minimale Fixpunkt 146t sich zu einer maximalen Randbedingung erweitern, indem
nacheinander die fehlenden Angaben wiederum durch einen Fixpunktprozel} erginzt werden.
Zum Beispiel kann man festlegen, dafl s vor ¢ beginnt. Nach einer weiteren Fixpunktiteration
erhidlt man damit zusitzlich ,,i beginnt vor ¢,“. Jetzt bleibt nur noch die Lage von s relativ zu
i festzulegen. Wihlt man nun zum Beispiel ,, s beginnt vor i, so ist man zu einer maximalen
Randbedingung gelangt, aus der sich folgende Allokation ablesen 14f3t:
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Abbildung 4.4: Berechnung der BDD-Semantik der transitiven Hiille des Beispiels von S. 18
zur guten Allokation von S. 127.
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Io 41

Man vergleiche dies mit der Allokation von Seite 77 und der anschlieBenden Berechnung der
BDD-Semantik von 7*. Wie in Abb. 3.18 ist in Abb 4.4 die Berechnung der BDD-Semantik
fiir die gerade bestimmte Allokation dargestellt. Mit dieser Allokation erreicht man, daf bei
Berechnung der BDD-Semantik die Substitution, die man in der zweiten Iteration auf den BDD
fiir s = ¢ ausfithren muB, keinen exponentiell groBeren BDD erzeugt, wie das bei der Allokation
von Seite 77 der Fall war. Die auftretenden Substitutionen sind hier alle montonon, so daf} sich
die Struktur der BDDs und somit auch ihre Grofe nicht dndert (vgl. S. 92).

Dieselbe Argumentation trifft zu, wenn man nur die transitive Hiille einer Ubergangsrela-
tion berechnet und nicht die reflexiv-transitive, wie das implizit angenommen wurde. Hierbei
nimmt man meistens an, daB sich der Zustand bei einem Ubergang nur lokal #ndert, die Uber-
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gangsrelation also ,,dhnlich* zur Gleichheit ist. Man wiirde dann die Definition
uT T (s,¢) . T(s,t) V Ji. T(s,i) AT (i,2),

verwenden, dabei aber die Randbedingung ,, u ist verschriankt mit v * fiir die formalen Parameter
(7(T)) u und v von T angeben. Mit einer dhnlichen Analyse wiirde man dann zu derselben
Allokation gelangen.

Zum Schluf} sei noch erwihnt, daf} nach Festlegung der Allokation fiir ein Priadikat X, fiir
alle Pridikate in dep(X) moglicherweise eine Randbedingung erzeugt werden mufl. Zum Bei-
spiel bei der obigen Wahl der Allokation fiir 7* ergibt sich fiir die Parameter ((7)) u und v
von T', daB u vor v beginnen muf}. Hétte man oben die Festlegung getroffen, daf i vor s beginnt,
dann wire die Ordnung von v und u gerade umgekehrt.

4.4 Formalisierung

Der letzte Abschnitt hat drei wichtige mogliche Randbedingungen an Allokationen aufgezeigt.
Fiir die formale Behandlung werden hier nur diese drei betrachtet. Des weiteren ist zur Ver-
einfachung nur eine eingeschrinkte Klasse von Randbedingungen erlaubt. Das sind solche, die
sich in disjunkte Blocke zerlegen lassen, in denen alle Variablen verschrinkt sind. In der Praxis
traten noch keine Randbedingungen auf, die allgemeinere Allokationen verlangt hétten.

4.4.1 Verband der Allokationsrandbedingungen C

Zunichst werden Eigenschaften von Allokationen untersucht. Die danach betrachteten Alloka-
tionsrandbedingungen aus C sind Aproximationen an diese Eigenschaften. Diese bilden einen
Verband der den Durchschnittshalbverband C; beinhaltet, der wiederum als eine Teilmenge von
Cy definiert wird.

Allokationen

Eine Allokation fiir den y-Kalkiil ist die Hintereinanderausfiihrung einer Allokation fiir boole-
sche Variable aus Def. 3.10 nach einer Komponentenabbildung aus Def. 2.39. Dies wurde schon
in Abschnitt 3.7 fiir die Beispiele verwendet und wird hier nur nocheinmal genauer definiert.

Definition 4.2 (Allokationen fiir IB%X) Eine Allokation A € A4 interpretiert fiir IB%L/ unter einer
fest gewdhlten Komponentenabbildung ist eine injektive, partielle Funktion

A: VNN, A(u,i) = A(uli])

Man schreibe aber auch weiterhin nur A(uli]) statt A(u,i).

v

Bei fest gewihlter Komponentenabbildung sind Allokationen fiir IB%X und BY wegen der Bijek-
tivitdt einer Komponententenabbildung eindeutig einander zugeordnet. Des weiteren werden in
diesem Abschnitt keine booleschen Variablen mehr benétigt, so dafl mit einer Allokation A € 4
immer gleich die Allokation fiir IB%X gemeint sein soll.

Soweit wurde nichts neues hinzugefiigt. Nur die Schreibweise wurde formal fixiert. Um
die Arbeit mit Allokationen zu vereinfachen, kann man die Freiheit der beliebigen Wahl einer
Komponentenabbildung ausniitzen, und fordert ab sofort, daB alle Allokationen monoton sind:
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Definition 4.3 (Monotone Allokation) Eine Allokation A € A4 heifst monoton gdw. fiir alle x €
Vundallei,j e Nmit0<i<j<|x|auch A(x[i]) <A(x[j]).

Diese Bedingung an Allokationen wirkt um so natiirlicher, wenn man sich klar macht, daf fiir
beliebige endliche Dominen sowieso erst eine boolesche Kodierung erforderlich ist.

| Fiir den Rest des Abschnittes seien alle Allokationen monoton. |

Nun kann man daran gehen zu definieren, was es bedeutet, daf} in einer Allokation zwei Varia-
blen verschrinkt oder geblockt sind, oder eine vor der anderen beginnt.

Definition 4.4 Fiir A € 4, x,y € V definiere fiir m := min{|x|,|y|} — 1

xllay & AKO]) <AKO]) <--- <A(x[m]) <A(y[m])
x<day & Al —1]) <A(G[O0])
x<ay & AM0]) < A(Y[0])

Fiir die ersten beiden definiere jeweils den symmetrischen Abschluf3
la = JlaUlla Ha = <aUba

mit ]| 4, <44, <a, |4, 04 S V2

Damit steht ,, || 4 fiir das Verschrinken zweier Variablen und ,, (14 “ fiir das Blocken. Die Rela-
tion ,, <4 “ ordnet Variablen. Das folgende Resultat, das eine erste unmittelbare Folgerung aus
der Monotonie von Allokationen und der letzten Definition ist, wird in den weiteren Beweisen
immer wieder benotigt.

Lemma 4.5 Sei A eine Allokation und x,y € V mit x || , y, dann gilt

AW]) <AQLD  fiir i<

undi,jEN, mit0<i<|x|-1,0< i<yl

Definition 4.6 Eine Allokation A € A heifle

transitiv & ||, transitiv
iiberdeckend = ||,U04 = V?
k-unverschrinkt & fiir x ||, y gilt |x|,|y| > k

fiir k € N.
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Spiter wird die Menge der ,,erlaubten* Allokationen auf transitive, iiberdeckende und 2-unver-
schriankte eingeschréankt. Dies ist aber nur fiir die Vollstindigkeit des Verfahrens wichtig. Das
heif3t, findet das Verfahren keine gute Allokation, dann gibt es keine gute Allokation mit den
genannten Einschrdnkungen.

Die einzige wesentliche Einschrinkung ist ,,iiberdeckend. Sie bedeutet, dal nur solche
Allokationen betrachtet werden, bei denen es keine zwei Variablen gibt, die weder verschrinkt
noch geblockt sind. Neben technischen Griinden 1d6t sich dies dadurch rechtfertigen, daf} in
dieser Arbeit nur die obigen drei Arten von Randbedingungen betrachtet werden, wobei ,,Ord-
nung‘ orthogonal zu ,,Blocken* und ,,Verschrianken‘ behandelt wird. Fiir weitere Eigenschaften
von Allokationen wére es besser eine neue Randbedingungsart einzufiihren.

Die Forderung der k-Unverschrinkheit ist fiir kleine k (k = 2, 3) dadurch zu motivieren, daf
fiir so kleine Vektoren der Unterschied zwischen geblockter und verschriankter Allokation nur
minimal ist. Zweitens kann man Vektoren der Linge kleiner k einfach als Vektoren der Linge
k durch Hinzufiigen von Hilfskomponenten interpretieren.?

Des weiteren scheint ,transitiv ein sehr starke Einschrinkung zu sein. Der nédchste Satz
zeigt aber, daB3 3-unverschrinkte Allokationen automatisch transitiv sind.

Satz 4.7 Eine 3-unverschrdnkte, iiberdeckende Allokation ist transitiv.

Beweis: Sei A € 4 eine 3-unverschrinkte, iiberdeckende Allokation und man nehme an, dafl A
nicht transitiv ist. Dann gibt es Variablen x,y,z € V mitx ||, ¥ ||, zund x |{, z. Da A iiberdeckend
ist, erhdlt man dafiir x (4 z. Damit gilt

A(X2]) ZAQ[T]) 2 AG[0])  A(2[2]) = A(y[1]) = A(x[0]),

was sowohl im Falle x <4 z als auch fiir x >4 z zu einem Widerspruch zur Definition von ,, </4
fuhrt. Q4

Die néchste Definition dient dazu, in Satz 4.9 den Begriff ,iiberdeckend* noch etwas néher zu
erldutern.

Definition 4.8 Fiir A € 4, x € V definiere

Alx) = {ARO]),. .. Axllx] = 1])}
[A(x)] = {ieN|minA(x) <i< maxA(x)}
— (e N[ AR[O]) < < A — 1)}

(Man beachte, daf3 A wie oben festgelegt monoton ist).

Nun kann man zeigen, daB die Einschrinkung der ,,Uberdeckung® damit dquivalent ist, daB sich
die Hiillen iiber die Bilder der Komponenten zweier Variablen genau dann schneiden, wenn sie
verschrinkt sind.

Der Allokationsalgorithmus in der ucke behandelt alle Variablen unabhiingig von ihrer Linge gleich.
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Satz 4.9 Sei A € 4 eine 2-unverschrinkte Allokation, dann gilt

(fiirallex,y eV gilt — [AX]NAW]#0 < xl[4y)
gdw.
|,U04 =V?

Fiir transitive Allokationen ist ||, eine Aquivalenzrelation. Ist eine Allokation sogar noch 2-
unverschrinkt, dann besitzt sie die schone algebraische Eigenschaft, dafl (14 eine Kongruenzre-
lation bez. ||, ist. Um das zu zeigen benotigt man die Disjunktheit dieser beiden Relationen.

Lemma 4.10 Sei A € 4 2-unverschrdnkt, dann gilt ||, NTly = 0.

Beweis: Angenommen es gibe x,y € V mit x ||, y und x 04 y. O.B.d.A. (||, symmetrisch)
gelte x <4 y, und man erhélt den Widerspruch

A(Y[0]) < A{1]) < A(xlx| = 1]) <A(¥[0])

Satz 4.11 Fiir eine 2-unverschrdnkte, iiberdeckende, transitive Allokation A € 4 gilt
[40alla € Da,

Hierbei ist die Schreibweise aus Abschnitt A.2 verwendet worden.
A

Beweis: Fiir x,y,y,x' € V mit x ||, ¥ 04y ||, y nehme x [Z4 y an. Dann ergibt die Uber-
deckungseigenschaft von A statt dessen x ||, y. Nun ist ||, transitiv, so daB x’ ||, )’ folgt, im
Widerspruch zu Lemma 4.10. Q4

Als Beispiel betrachte folgende Allokation, die zwar transitiv, 3-unverschrinkt, aber nicht iiber-
deckend ist, und auch obige Kongruenzeigenschaft nicht erfiillt

Yo y6 Y1 y’] 2 y/2

Es gilt in dieser Allokation A zwar x ||, X' s y' ||, y, aber nicht x O, y. Die Aussage von
Satz 4.9 ist auch nicht giiltig, da A(y[0]) € [A(x)] N [A(y)], obwohl x |{, .

Die Relation ,, <4 “ ist eine lineare Ordnung und erfiillt auf den Klassen von ,, ||, “, unter
bestimmten Bedingungen an die Allokation, eine Kongruenzeigenschaft.
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Satz 4.12 Fiir eine 2-unverschrdnkte, iiberdeckende, transitive Allokation A € 4 gilt

a(OaN<a)ll4 € <4,

Beweis: Fiir x,y,y’,2’ € V mitx ||, ¥ Oay ||, yund X' <4y zeigt man
A(x[0]) < A1) S AW = 1]) <AQ[0]) SA(Y[1]) (4.1)

Satz 4.11 liefert x 0,4 y. Im Falle x [>4 y erhdlt man A(x[0]) > A(y[|y| — 1]) > A(y[1]) im Wi-
derspruch zur Ungleichung (4.1). Der Fall x <4 y ergibt A(x[0]) < A(x[|x] — 1]) < A(y[0]) und
man ist fertig. U

Randbedingungen

Allokationsrandbedingungen sind Approximationen an eine Allokation. Die Hauptidee besteht
nun darin, die drei Relationen ||,, 04 und <4 zu approximieren statt der Allokation selbst.
Damit erhilt man ein syntaktisches Verfahren, daf3 nur mit bindren Relationen iiber V arbeitet.

Da hier nun die Ordnung von x und y (,,x beginnt vor y*), je nachdem ob x und y ver-
schriankt oder geblockt allokiert werden soll, verschieden behandelt werden mul3, wird die <j4
entsprechende Relation in zwei partielle Ordnungen aufgeteilt. Die Allokationsrandbedingun-
gen stammen also aus C, definiert in

Definition 4.13 Fiir die Elemente ¢ € Cy := P(V?)* fiihre die Schreibweise ein
(N+ Nc_7§j—7§c_) =

co

oder einfach (~*,~7, <%, <7), falls eindeutig.

Somit ist eine Randbedingung ¢ aus der Menge Cy ein Quadrupel aus bindren Relationen iiber
den Variablen V von IB%X. Eine Allokation ,erfiillt* eine solche Randbedingung, wenn die Rand-
bedingung eine Approximation an die Allokation ist.

Definition 4.14 Eine Allokation A € 4 erfiillt ein c € CyU{T }, in Zeichen A k= ¢, gdw. ~F C
g ~o € Oaund <}, <7 C <a.

Zunichst 146t sich auf Cy (und damit spiter auch auf C; als Einschrinkung von Cy und auf eine
partielle Ordnung einfiihren.

Definition 4.15 Auf Cy definiere die partielle Ordnung T durch

cCd & ~Fc~f, ~oCny, <o, <o

b

fiir c,d € Cy.
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Nun kann man die in den obigen Sitzen bewiesenen Eigenschaften von Allokationen ausniitzen,
um folgendes Lemma zu zeigen.

Lemma 4.16 Fiir eine 2-unverschrdnkte, transitive und iiberdeckende Allokation A € 4 gibt es
ein e € Cy, so daff A |= e und fiir alle ' € Cy mit A |= ¢’ auch e 3 €' gilt.

Beweis: Wihle e:=(~T,~7 < <7, mit~T:= ||, ~7 =0y, <T 1= <4N|[,und <™ :=
<aN0Oy. Mit Lemma 4.10 und den Sitzen 4.11 und 4.12 zeigt man, daf} e die Eigenschaften
e., h. und i. erfiillt. Die Giiltigkeit der Eigenschaften a.-d., f. und g. folgt unmittelbar, womit
e € C;. Per definitionem gilt A |= e. Fiir den Rest bemiihe man die Definition von ,, |= ““ und die
Eigenschaften f.und g. Q

Das nidchste Lemma stellt einen Zusammenhang zwischen der ,,Erfiillbarkeits““-Relation ,,
und ,, C “. her. Es sagt aus, daB ,, = ““ bez. Abschwiichung von Randbedingungen invariant ist.

| 113

Lemma 4.17 Fiirc,d € Co, A€ AmitA|=cundcdgiltA|=d.

Nun kann man fiir solche Approximationen die Forderung der Uberdeckung fallen lassen und
braucht auch keine lineare Ordnung anzunehmen. Ansonsten sollen die obigen Sitze und das
Lemma auch fiir die Approximation gelten und die Elemente von C; miissen entsprechend
eingeschrinkt werden.

Definition 4.18 Die Menge der (erfiillbaren) Allokationsrandbedingungen C, ist definiert als
die grofite Menge C| C Cy so daps fiir alle c € C; gilt

a. ~7V isteine Aquivalenzrelation e. ~tTN~™ =0

b. ~7 ist symmetrisch und irreflexiv f. <t C~T

c. <%t isteine partielle Ordnung g < C~7

d. <7 ist eine partielle Ordnung h. ~Ta=nt C ~7
i ~T<TAt C <o

Hierbei ist fiir h. und i. die Schreibweise aus Abschnitt A.2 verwendet worden.

Satz 4.19 (C,,C) ist ein vollstindiger Durchschnittshalbverband.

Beweis: Die Eigenschaften a., c., d., f.-i. und die Symmetrie von ~~ bleiben unter Schnitt-
bildung erhalten (sie lassen sich als Hornklauseln formulieren). Die Erhaltung der Irreflexivitit
von ~~ und die Eigenschaft e. folgen unmittelbar. Damit ist

cNd:=(~fn~F ~on~y, <tn<d, <on<;)eC
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ein eindeutiges Infimum. Dies und die Vollstindigkeit ergibt sich daraus, da P(V?) und so-
mit auch IE”(VZ)4 als Mengen beziiglich (komponentenweiser) Mengeninklusion vollstidndige
Verbinde sind. U

Im weiteren wird es darum gehen, einzelne Randbedingungen zu einer zu vereinigen. Hierzu
reicht die mengentheoretische Vereinigung nicht aus. Schon um zwei Aquivalenzrelationen
zu vereinigen, mufl man eine reflexive-transitive Hiille bilden. Auch die anderen Forderungen
miissen durch eine Hiillenbildung gesichert werden. Deshalb stellt sich die Frage, ob iiberhaupt
immer ein Supremum existiert. Da z. B. zwei Randbedingungen, von denen die eine fordert,
daf} zwei Variablen verschriankt werden, und die andere, daf sie geblockt werden, unvereinbar
sind, kann nur durch Hinzunahme einer ,,unerfiillbaren* Randbedingung (T) als Maximum
aller Randbedingungen gehofft werden, diese Frage mit ja zu beantworten. Dann zeigt aber
auch schon Satz A.18, da3 man dadurch einen vollstandigen Verband erhilt.

Definition 4.20 Sei C:= C; U{T} die Vervollstindigung von C nach Satz A.18.

Die Erfiillbarkeitsrelation von Randbedingungen wird direkt von C; iibernommen. Zusitzlich
gelte A £ T fiir alle Allokationen A.

Wie in Satz A.18 wird auch die Ordnung zwischen Elementen aus C; iibernommen und nur
zusitzlich T als grofites Element definiert. Bei der Vereinigung ,, LI “ zweier Randbedingungen
nach Satz A.18

cud := ﬂ{eEQ |cCeunddC e}

mul einmal gewdhrleistet sein, daf jede die Vereinigung erfiillende Allokation auch die einzel-
nen Randbedingungen erfiillt. Umgekehrt sollte die Vereinigung auch nicht zu einschrinkend
sein, damit keine Allokationen verloren gehen, die zwar die einzelnen Randbedingungen erfiil-
len, aber nicht mehr die Vereinigung.

Satz 4.21
Fiir eine 2-unverschrdankte, transitive und iiberdeckende Allokation A € 4 und c,d € C gilt

AlE=cUd & AlEc und AEd

(Die Richtung von links nach rechts gilt fiir beliebige Allokationen).

Beweis: Lemma 4.17 ergibt die Richtung von links nach rechts. Fiir die Richtung von rechts
nach links erhélt man aus Lemma 4.16 ein e € C mit e J ¢,d und A |= e. Die Supremumseigen-
schaft von c LI d ergibt nun e J cLId und wiederum Lemma 4.17 liefert den Rest. U1

Der Beweis zu Satz A.18 liefert nur ein sehr aufwendiges Verfahren zur Berechnung der Ver-
einigung ,,L “. Dazu miiiten alle moglichen Randbedingungen generiert werden. Von denen
werden dann die herausgesucht, die iiber den beiden zu vereinigenden Randbedingungen lie-
gen. Uber all diesen wird nun ein Schnitt gebildet. Die erste Phase dieses Algorithmus ist
schon exponentiell. Deshalb wird hier eine direktere Methode vorgestellt, die nur polynomia-
len Aufwand benétigt.

3Diese Komplexititsaussagen sind natiirlich nur bei endlich vielen Variablen sinnvoll.
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Satz 4.22 (Berechnung von ,, L1*) Zu c¢,d € C, definiere fiiri € N

~t o= (~Fusd < = (SRug)
<o = (KUY S o= (ST UG
<7 o= U S5 ~T = AT (v U~ U ST U TN

und e ;= (~t, ~7 <T,<7) dann ist

{e falls e € C,
cld =

T fallse g Cy

Beweis: Fiir den Beweis zeige die Hilfsbehauptung, daB fiir alle ¢’ € C;, mit ¢’ J ¢, d, folgende
Ungleichungen gelten

~h D~ ~ D~ <t O <t
4.2)
< 2 <72

—e! =

1)
A

Die erste Zeile folgt unmittelbar aus der Definition und den Eigenschaften von e’ (verwende
Zeile zwei). Fiir die zweite Zeile fiihre man den Beweis durch Induktion von rechts nach links.
Damit erhilt man unter der Voraussetzung der Hilfsbehauptung ¢’ J e. Damit ist e ein Supre-
mum fiir c und d in Cy, falls e € C;. Wenn e ¢ C;, dann gilt trotzdem, dal ~~ symmetrisch ist,
daB <T und <~ transitiv und reflexiv sind, und, daB e die Eigenschaften a. und f. bis i. erfiillt.
D. h. entweder ist ~~ nicht irreflexiv, <T oder <~ ist nicht antisymmetrisch oder e erfiillt Ei-
genschaft e. nicht. Dies iibertriigt sich aber fiir jedes ¢’ J e, so daB es kein ¢’ € C; geben kann
mit e J ¢,d. Dies bedeutet cLid =T. U

Zur Bestimmung des Aufwandes zur Berechnung von c LI d auf diese Weise nehme man an,
dafB} die bindren Relationen iiber V als Bitmatrix gespeichert sind. Vereinigung und Schnitt
benstigen dann O(n?) fiir n := |V| < oo. Ein Relationenprodukt wird als Matrixmultiplikation
implementiert und kann so mit O(n?) Operationen berechnet werden. Wie im u-Kalkiil (s. S. 77)
146t sich die transitive Hiille (*) als Fixpunkt berechnen. Dabei erhidlt man eine aufsteigende
Folge von Approximationen an die transitive Hiille. Eine solche aufsteigende Folge von Ma-
trizen kann hochstens die Linge 1> haben. Damit li8t sich fiir die transitive Hiille zeigen, daf
hochstens n? mal ein Relationenprodukt und eine Vereinigung durchgefiihrt werden mu, was
O(n’) als obere Schranke ergibt. Der Aufwand fiir die Bestimmung des Relationenproduk-
tes iibertrifft damit den Aufwand fiir die anderen Operationen und man erhilt O(n>) als obere
Schranke fiir den Aufwand in einem Iterationsschritt. Mit einer dhnlichen Argumentation zeigt
man, daB die aufsteigende Folge in der zweiten Zeile nach hichstens % + 1 Iterationen fix wird.
Dies ergibt fiir den Gesamtaufwand fiir diese Art der Berechnung von c Ll d eine obere Schranke
von O(n").

Nun kommt ein wesentlicher Gesichtspunkt dieser Vorgehensweise. Eine Randbedingung
sollte erfiillbar sein, d. h. es gibt eine sie erfiillende Allokation, solange die Rangbedingung in
C, liegt. Damit dies gewihrleistet ist, muften die Einschrinkungen a. bis i. getroffen werden.

Satz 4.23 Sei |V| < oo, s0 gibt es fiir alle ¢ eine Allokation A € 4, mit A |= c.
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Beweis: Sei mit [x], die Aquivalenzklasse von x bez. ~1 bezeichnet. Wihle Repriisentanten

Xly.voyXp €V, mit
n

Ul =V und x; % x;fiiri# j
i=1

Auf V/ ~T definiere nun die Relation
W+ <D+ & x~Ty oder x<Ty

Diese Relation ist reprisentantenunabhiingig wegen i. und der Transitivitit von ~T. Mit den-
selben Argumenten und der Transitivitit von <™ erweist sie sich auch als transitiv und antisym-
metrisch, also als partielle Ordnung. Damit kann man nach Satz A.5 0.B.d.A. die x; so wihlen,
daB fiir [x;]4 < [x;]4 sich i < j ergibt. Nun wihle mit demselben Argument y; ; € V so, dal

ile ={yit o Viad, mit a=|x]e] und i <o fir oy <Py
Mit der Abkiirzung /; := a;- max{|y| | y ~T x;} definiere A € 4 durch
i—1
Alyijlk)) = (—D+k-ai+ ) In
m=1
fir ] <i<n,1<j<aund0<k< |y ;|- Nun rechnet man nach, daB ||, = ~T, 04y D ~~,
<Lu2<tund<,2<. Q

Dieser konstruktive Beweis liefert das Verfahren, das in der ucke verwendet wird, um aus ei-
ner Randbedingung eine Allokation zu erzeugen. In Worten werden dabei alle Variablen, die
verschrinkt werden sollen, in ,,Blocke* gepackt. Diese Blocke werden untereinander nach <~
topologisch sortiert und die Variablen innerhalb den Blocken nach <.

Der Sortieralgorithmus sollte dabei eine initiale Anordnung* der Variablen wenn moglich
beibehalten. Dies gilt auch fiir die Blocke. Hier hat sich folgendes Verfahren bewihrt. Jedem
Block wird der Mittelwert aller initialen Positionen seiner Variablen zugeordnet und mit diesem
Wert als Vergleichswert eine initiale Position (von Blocken) bestimmt, bevor der Sortieralgo-
rithmus gestartet wird.

4.4.2 Allokationsalgorithmus

Um erldutern zu konnen, wie nun die Gewinnung von Allokationen realisiert werden kann,
fehlen noch zwei Operationen auf Randbedingungen. Das ist die Projektion einer Randbedin-
gung auf eine Variablenmenge und die Substitution von Randbedingungen. Beide lassen sich
mengentheoretisch definieren.

Definition 4.24 Zuc € C;, Vy CV, A € [V — V] definiere
cv, = ((V§n~Huid, Vin~7, (Vin<Huid, (VEN<o)Uid)
Me) = (M) M~ ), M) ML)

C

mit MR) :={(N (x),N(»)) | (x,y) € R} fiir R C V? und X' die totale Erweiterung von ) (wie in
Def. 2.4). Man verwende auch fiir Substitutionen die Schreibweise \(c) = c{x+— A(x) |x € V}.

4Zum Beispiel die textuelle Reihenfolge von Variablen in einer Parameterliste.
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Offensichtlich ist c|y, € C;. Fir Substitutionen kann das Ergebnis nicht mehr in C; liegen.
In diesem Fall lege einfach fest, dal das Ergebnis T ist. Damit kann man nun entlang der
Termstruktur von Termen aus T“V Allokationsrandbedingungen propagieren. Die Basisrandbe-
dingungen stammen entweder vom Benutzer (vgl. Abschnitt B.3.2), werden fiir spezielle Terme
(zum Beispiel ,, =*) oder durch Heuristiken generiert. Als Heuristik hat sich hier die ASTI-
Heuristik als sehr niitzlich herausgestellt. ,,ASTI* steht fiir ,,allocate same type interleaved‘.
Hierbei wird fiir zwei Variablen in einer Paramterliste einer Priadikatsvariablendefinition in der
Eingabesprache der ucke eine ,,Verschrinkheits“-Randbedingung generiert, wenn die beiden
Variablen denselben Typ besitzen.

Bei bindren Operatoren verwendet man hierzu die Vereinigung. Fiir eine Anwendung einer
Pridikatsvariablen berechnet man rekursiv eine Randbedingung fiir den Rumpf und fiihrt eine
Substitution durch. Fiir rekursive Pridikate verwendet man eine Fixpunktiteration wie bei der
Standardsemantik von IB%X aus Abschnitt 2.6.5. Dabei werden aber nur kleinste Fixpunkte gene-
riert (vgl. Seite 27), d. h. man startet mit der Randbedingung (id, 0, id,id). Satz 4.21 ergibt dann,
daf} der Fixpunkt die kleinste Randbedingung ist, die garantiert, daf eine sie erfiillende Alloka-
tion, alle Basisrandbedingungen erfiillt, und umgekehrt wenn der Fixpunkt nicht erfiillbar ist,
daf} dann auch keine Randbedingung existiert, die alle Basisrandbedingungen erfiillt.

Definition 4.25 (Generierung kleinster Randbedingungen)
Sei p € [P — C|, mit V'(p(X)) C n(X) fiir alle X € P und p(X){ (s. Def. 4.26). Nun definiere
CSp: T“V — C rekursiv durch

csp(ui]) = L=(id,0,id,id)
csp(u=v) = ({(xy),(y,x)}Uid,0,id,id)
csp(Fu.s) = csp(s)lv\(uy
csp(—s) = csp(s)
csp(sAt) = csp(s)Uesp(r)
cp(X(w) = Lr(X) o u)
wobei € := cs(B(X)) fiir o(X) = € und
C = N{ceClespixsey =c,V(c) Cn(X)}

fiir o(X) € {u,v}.

v

Definition 4.26 (Einschrinkende Variablen) Zu einer Randbedingung ¢ € C; sei die Menge
V' (c) der einschriinkenden Variablen definiert als

Vi(c) = {xeVlesgibtycV, mitx#yundx(~F U~; U< U<y}

Die Bestimmung des kleinsten Fixpunktes wird genauso als Iteration behandelt wie bei der
Standardsemantik auf Seite 32.
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Hat man nun nach Definition 4.25 eine kleinste Randbedingung gefunden, die erfiillbar ist,
so kann man nach Satz 4.23 eine Allokation generieren, die alle Basisrandbedingungen erfiillt.
Ist das Ergebnis nicht erfiillbar, so muf} entweder bei einer Substitution oder einer Vereinigung
,» T “ generiert worden sein. Bei dieser Operation versucht dann die ucke durch Variablenein-
schriankung oder den Schnitt eine schwichere Randbedingung zu generieren, die noch erfiillbar
ist und Teile der urspriinglichen enthilt. Leider kann diese Strategie zur Nichterminierung der
Fixpunktiteration fithren. Dies wird dadurch abgefangen, dal} die Iteration abgebrochen wird,
sobald eine schwichere Randbedinung als in der vorigen Iteration auftritt.

Gelingt es sogar, die Randbedingung sukzessive so zu erweitern, dall diese maximal in C,
ist, und dennoch ein Fixpunkt fiir alle rekursiven Priddikate bleibt, dann sind die Anwendun-
gen von allen Priadikatsvariablen ordnungserhaltend. Dies bedeutet, daf} die Substitutionen von
BDD-Variablen bei der Berechnung der BDD-Semantik fiir eine diese maximale Randbedin-
gung erfiillende Allokation alle monoton sind (vgl. Def. 3.31).

In der ucke werden nicht alle Ordnungen ausprobiert, sondern nach Satz 4.23 eine Alloka-
tion generiert. Zu dieser gehort dann nach Satz 4.16 eine Randbedingung, die sich als maximal
in C; erweist. In der Praxis war dann in den meisten Fillen die so gewonnene Randbedingung
wieder ein Fixpunkt fiir alle Priadikate. Hier sollten weitere Untersuchungen zeigen, warum
dies immer so gut funktioniert hat.

Des weiteren sollten die formalen Parameter von Priadikaten verschieden sein, damit nicht
unotig die Kombination von Randbedingungen unerfiillbar wird. Dies kann immer durch o-
Konversion erreicht werden. Durch die Forderung an Allokationen, daf} sie injektiv sind, folgt
daraus aber, dafl die Anzahl bendtigter BDD-Variablen steigt und die BDDs fiir verschiedene
Préadikate sich nicht {iberschneiden konnen. Deshalb wurde beim Allokationsalgorithmus der
ucke der Weg begangen, daf3 pro Priadikat eine eigene Allokation generiert wird. Genauso kann
man optional fiir jeden Quantor eine eigene Allokation generieren lassen. Die Vorgehensweise
ist dabei an das hier vorgestellte Verfahren angelehnt, ist aber wesentlich komplexer, so daf}
eine formale Beschreibung sehr umfangreich wire.

Beispiel

Betrachte das Beispiel des ,,Schedulers* von Milner aus Abschnitt C.5. Hier wurde vom Benut-
zer nur eine Randbedingung angegeben, nimlich bei der Definition von bisimulates

nu bool bisimulates (SchedState pl, SpecState p2) pl ~+ p2

StandardmiBig wurde die ASTI-Heuristik verwendet. Startet man die ucke mit ,,mucke -v
-v -v -v*“ so werden auch die generierten Allokationen ausgegeben. Ein Auschnitt aus der
Ausgabe bei diesem Beispiel lautet

final allocation constraint for

‘bisimulates: :@Foralll2: :@Existsl3’

interleaving: pl ~+ p2, p2 ~+ gl, gl ~+ g2

block: pl ~- a, p2 ~- a, a ~- gql, a ~- g2
ordering: pl < p2, p2 < gl, a < pl, gl < g2

allocation for ‘bisimulates::@Foralll2::@Existsl3’ is

a

pl p2 gl g2

Dabei wird de Namen Foralll2 mit dem ersten Allquantor im Rumpf von bisimulates
assoziiert, und Foralll2::Exists13 steht fiir den Existenzquantor im Rumpf dieses All-
quantors. Im Bindungsbereich von Exists13 liegen die Variablen p1, p2, g1, g2 und a. Fiir
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diese erzeugt die ucke die angegebene Allokation. In dieser Schreibweise, stehen die Variablen
aus demselben Block in einer Zeile. Die Blocke sind von oben nach unten geordnet und die
Variablen in einem Block von links nach rechts. Man beachte, daf} die endgiiltige Randbedin-
gung (final ...) maximal erfiillbar ist, so daB} alle bei der Berechnung von bisimulates
auftretenden Substitutionen monoton sind.

Bei diesem Beispiel hat die obige Allokation zur schnellsten Verifikationszeit gefiihrt. In
einem ersten Ansatz wurde die angegebene Randbedingung weggelassen, was in folgender Aus-
gabe resultierte

final allocation constraint for

‘bisimulates: :@Foralll2: :@Existsl3’

interleaving: pl ~+ gl, p2 ~+ g2

block: pl ~- p2, pl ~- a, ..
ordering: pl < gl, p2 < g2, a < pl, gl < p2

allocation for ‘bisimulates::@Foralll2::@Existsl3’ is

a

pl ql

p2 g2

Auch hier erhidlt man nur monotone Substitutionen, die BDDs bei der Berechnung der Appro-
ximationen fiir bisimulates waren aber grofier.
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4.5 Zusammenfassung

Dieses Kapitel beschiftigte sich mit einem wichtigen Aspekt bei der Verwendung von BDDs
zur Modellpriifung im p-Kalkiil. Namlich mit der Frage, wie Variablen des u-Kalkiils BDD-
Variablen zugeordnet werden. Es wurde motiviert, warum es auBerordentlich wichtig ist, zu
»guten* Zuordnungen (Allokationen) zu kommen. Dann wurde erstmals fiir den vollen u-Kalkiil
eine automatische Methode vorgestellt, die aus partiellen Anforderungen an eine Variablenallo-
kation eine vollstandige Allokation erzeugt. Schlie8lich wurde gezeigt, wie sich diese Metho-
de in die Praxis umsetzen 148t, so dal unter Verwendung von Heuristiken der Benutzer eines
u-Kalkiil Modellpriifers sich weitestgehend um den Aspekt der Variablenallokation nicht zu
kiimmern braucht.

4.6 Ausblick

Dynamische Variablenumordnung nach /Rudell, 1993/ kann sehr hilfreich sein, um fiir BDDs
bessere Variablenordnungen zu finden. Diese Methode beachtet aber keine Randbedingun-
gen, so dall nicht garantiert werden kann, daf8 Substitutionen monoton sind. Hier ist nach
einem BDD-Algorithmus fiir dynamische Variablenumordnung gesucht, der Randbedingungen
respektiert.

Des weiteren sollte nach neuen Arten von Randbedingungen gesucht und in das Verfahren
integriert werden. Auch sollte man untersuchen, wie die Konfliktlosung beim Enstehen einer
nicht erfiillbaren Randbedingung durch Prioritidten besser behandelt werden kann. Ein weiteres
Ziel ist es, die Allokationsalgorithmen fiir Schaltnetze aus /Malik et al., 1988, Fujii et al., 1993/
in einen Formalismus zu integrieren.
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Kapitel 5

Der Modellpriifer ucke

5.1 Ubersicht

Dieses Kapitel besteht aus drei Teilen. Im ersten Teil wird die objektorientierte Architektur
der ucke vorgestellt. Danach wird gezeigt, wie sich Optimierungen der Modellpriifung auf den
u-Kalkiil iibertragen lassen. Zum Schlufl wird die Leistungsfihigkeit der ucke mit der anderer
Modellpriifer verglichen.

5.2 Architektur

Beim SMV System /McMillan, 1993b/ und dem Modellpriifer /Janssen, 1996b/ ist der Modell-
priifungsalgorithmus fest mit der verwendeten BDD Bibliothek gekoppelt. In beiden Fillen ist
es deshalb sehr schwierig, andere BDD Bibliotheken zu verwenden oder etwa eine vollig andere
Reprisentation von Pridikaten. Ebenso 1d6t sich so kaum ein dynamischer Wechsel der Repri-
sentation zur Laufzeit erreichen. Dies ist wichtig, da sich BDD Bibliotheken bez. Effizienz und
Funktionalitét unterscheiden.

Im SMV System (und auch beziiglich der expliziten Freigabe von nicht mehr benétigten
BDDs im System von Janssen) ist es dariiber hinaus aus den in Abschnitt 3.5 dargelegten Griin-
den notwendig, im Modellpriifungsalgorithmus die Speicherverwaltung von BDDs zu handha-
ben. Deshalb muB bei diesen Systemen bei Anderung oder Erweiterung des Modellpriifungsal-
gorithmus viel Aufwand getrieben werden, um eine korrekte Speicherverwaltung (keine Zeiger
ins ,,Nirvana®, keine Speicherlecks) zu gewihrleisten.

Fiir die ucke wurde deshalb eine Schichtenstruktur entworfen, in der die Repréasentation von
Pradikaten und der eigentliche Modellpriifungsalgorithmus durch mehrere Ebenen voneinander
getrennt sind. Fiir die Schnittstellen wurde ein ,,Entwurfsmuster (engl. design pattern) ent-
wickelt, das die einfache (sogar dynamische) Austauschbarkeit verschiedener Implementierun-
gen gestattet. Als Resultat dieser Bemiihungen kann die ucke verschiedene BDD Bibliotheken
verwenden, die erst zur Laufzeit geladen werden.

Neben der Trennung von Modellpriifungsalgorithmus und Reprisentation von Pridikaten
ist es sehr wichtig, die Implementierung des Modellpriifungsalgorithmus an sich erweiterbar zu
halten. Dies ist einmal notwendig, um in Zukunft weitere Dominen, wie statistische Gréfen
oder Ungleichungssysteme zur expliziten Behandlung von Zeit oder reellen Werten, integrie-
ren zu konnen, was die Ausdrucksméchtigkeit der verwendeten Logik und somit das Anwen-
dungsgebiet erweitert. Zweitens mufl es die Implementierung gestatten, auf einfache Weise
Optimierungen der Modellpriifung einzubringen, fiir die es in der Literatur (s. Abschnitt 5.3)
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eine Vielzahl von Vorschldgen gibt. Um dies, zu gewihrleisten, wurde eine objektorientierte
Herangehensweise gewihlt. Es wurde auch hier ein bekanntes Entwurfsmuster verwendet und
um wesentliche Teile erweitert. Damit konnte der Modellpriifungsalgorithmus fiir die Gegen-
beispielgenerierung zu groflen Teilen wiederverwendet werden (/Jiger, 1996/), und die Imple-
mentierung erwies sich als robust gegeniiber der Integration verschiedener Optimierungen wie
»frontier set simplification* und Abhingigkeitsanalyse mit gezieltem Riicksetzen.

5.2.1 Schichtenmodell

Die ucke verwendet als Modellpriifungsalgorithmus einen Algorithmus, der sich unmittelbar
aus der Definition 2.42 der Semantik II von IB%L/ ableitet. In ]B%X gibt es nur Variablen fiir boo-
lesche Vektoren. Dagegen erlaubt es die ucke-Eingabesprache, auch Variablen iiber beliebige
endliche Doménen zu verwenden. Deshalb arbeitet der Modellpriifungsalgorithmus nicht auf
booleschen Ausdriicken wie es die Semantik II tut, sondern verwendet

Prddikate iiber Variablen aus beliebigen endlichen Domdnen

als Abstraktion von booleschen Ausdriicken, die als Pridikate iiber boolesche Variablen aufge-
faB3t werden konnen.

Alternative Reprisentationen von Pridikaten

Fiir den Modellpriifungsalgorithmus selbst spielt es keine Rolle, welche konkrete Implementie-
rung fiir die Reprisentation von Pradikaten gewihlt wurde. Es ist sogar moglich die aktuelle
Reprisentation zur Laufzeit (auch als dynamisch bezeichnet) zu wechseln. Denkbar als alterna-
tive Implementierungen sind

Terme Dies ist die ,,symbolischste* Variante. Hier wird intern dieselbe Reprisentation von
Priadikaten verwendet, wie es die ucke-Eingabesprache erlaubt. Der Nachteil ist na-
tirlich, dafl es keine effizienten Algorithmen gibt, die die benétigten Operationen wie
Quantifikation und Vergleich auf semantische Aquivalenz realisieren. Dafiir sind z. B.
Substitutionen unproblematisch.

Boolesche Pridikate Bei endlichen Modellen kann man jeden Typ als Teilmenge eines B”
fiir ein geeignetes n € N\{0} kodieren. So 148t sich ein allgemeines Pridikat durch ein
,boolesches Pradikat* ausdriicken. Fiir boolesche Pridikate stehen nun wiederum die
anderen Implementierungsalternativen zur Verfiigung.

Entscheidungsdiagramme Die wichtigste Variante ist die Verwendung von Entscheidungs-
diagrammen. Diese konnen entweder direkt auf beliebigen endlichen Typen definiert
werden (/Rauzy, 1995/) oder, falls nur boolesche Pradikate vorliegen, als eine Variante
von BDDs implementiert werden. Letzteres stellt eine Realisierung der BDD-Semantik
aus Abschnitt 3.7 dar.

Mengenreprisentation Die am wenigsten ,,symbolische‘ Reprisentation ist die Identifikation
eines Pridikats mit seiner Extension, d. h. der Menge der erfiillenden Belegungen. Bis auf
die fehlende Belegung von freien Variablen und der Behandlung von Quantoren entspricht
diese Vorgehensweise der Standardsemantik von IB%X aus Definition 2.33.
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Modellpriifungsalgorithmus
Pridikate
boolesche Priadikate
BDDs

Abbildung 5.1: Vereinfachtes Schichtenmodell bei Verwendung von BDDs.

Fiir spezielle Aufgabenstellungen lassen sich noch weitere Représentationen angeben. So sind
insbesondere solche Doménen interessant wie Realzeit bei der Verifikation von hybriden Syste-
men /Henzinger et al., 1993/, wie statistische Gréen bei Betrachtung von Fehlertoleranz- oder
Leistungsmerkmalen /Aziz et al., 1996/, oder potentiell unendliche Puffer bei der Verifikation
von Telekommunikationsprotokollen /Rinderspacher, 1996, Boigelot und Godefroid, 1996/.

Die in dieser Auflistung verwendeten Implementierungen von Pradikaten haben die Ge-
meinsamkeit, dal} sie fiir die jeweilige Anwendung genau den passenden Grad von ,,sym-
bolischer Reprisentation* besitzen, so daf} die auszufithrende Aufgabe gerade entscheidbar
bzw. semi-entscheidbar wird oder effizient (in der Praxis) durchgefiihrt werden kann. Hier
sollten weitere Untersuchungen zeigen, wie die entsprechenden Konzepte mit der Architektur
der ucke verbunden werden kdnnen.

Der groB3e Vorteil, den man durch die abstrakte Sichtweise auf Pridikate bei der Implemen-
tierung der ucke hat, ist die Wiederverwendbarkeit all der Bestandteile des Systems, die sich
nur auf diese Schnittstelle abstiitzen. Das sind zum Beispiel die Abhédngigkeits- und Monoto-
nieanalyse und die dazugehorigen Optimierungen. Es ist auch zu erwarten, daf3 gro3e Teile des
Modellpriifungsalgorithmus selbst wiederverwendet werden kénnen.

Ubersicht iiber die Implementierung

Die wichtigste Instanz des Architekturmodells der ucke verwendet auf unterster Ebene BDDs
zur Reprisentation von Priadikaten (vgl. Abb. 5.1). Dazwischen findet man boolesche Pridikate,
die, wie oben schon erldutert, dazu dienen, Variablen iiber beliebige Dominen durch boolesche
Variablen zu kodieren. Schon dieser Schritt ist vom Modellpriifungsalgorithmus vollkommen
unabhiéngig. Die nichste Schnittstelle zwischen booleschen Pridikaten und BDDs ist genauso
allgemein gehalten wie der Ubergang zu booleschen Priidikaten.

Neben Lizenzgriinden, aber auch um die unterschiedliche Funktionalitit oder Effizienz ver-
schiedener BDD-Bibliotheken ausniitzen zu konnen, miissen diese Schnittstellen so implemen-
tiert werden, daf} nicht nur die oben betrachteten alternativen Reprisentationen einfach zu in-
tegrieren sind, sondern, daf} sogar erst zur Laufzeit und nicht schon bei der Kompilation die
tatsidchlich verwendete Reprisentation festgelegt wird.

Dariiber hinaus erlaubt die Architektur der ucke sogar das dynamische Wechseln der Repré-
sentation. Das ist besonders dann von groB3er Bedeutung, wenn das Konzept des Abspeichern
und Ladens von Reprisentationen iiber mehrere Schichten hinweg realisiert ist. Dann ist es
namlich auch moglich, externe Pradikate bei der Verifikation zu verwenden, die nicht in der
Eingabesprache der ucke beschrieben sind.

Um dies zu erreichen, wurde das Entwurfsmuster der Briicke (engl. ,bridge pattern) aus
/Gamma et al., 1995/ erweitert um eine ,,Manager*“-Komponente. Die Struktur des urspriingli-
chen Entwurfsmusters findet man in Abb. 5.2, wobei gegeniiber /Gamma et al., 1995/ fiir ,,Ab-
straktion‘ keine Unterklassen betrachtet werden, und die des erweiterten in Abb. 5.3.
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Benutzer

| Abstraktion
Operation() o

repr

Implementor

Operation()

|

|

repr —> Operation(); )

ConcretelmplementorA

ConcretelmplementorB

Operation()

Operation()

Abbildung 5.2: Das Enwurfsmuster der Briicke (engl. bridge pattern).

Benutzer

repr —> manager —> Operation(repr);

Manager

————————

| Abstraktion
o Operation()
| repr

Operation(impl)

|

|

manager | Implementor I

ManagerA

ManagerB

|

Operation(impl)

Operation(impl) o

|
|
1

ImplementorA ImplementorB
stateA stateB

do something with ((ImplementorB) impl) —> stateB;

Abbildung 5.3: Eine Erweiterung des Enwurfsmuster der Briicke.
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Der Hauptunterschied besteht darin, daf3 die Klasse ,Implementor* bei der erweiterten Ver-
sion im wesentlichen nur noch als Speicher fiir den Zustand der Reprisentation (z. B. ,,stateA*)
dient und alle Operationen in den ,,Manager* verlegt worden sind. Neben den Vorteilen des
urspriinglichen Entwurfsmusters erreicht man so:

1. Durch einen Verweis auf den classManager in einem ,,Implementor“-Objekt kann die bei
einer bindren Operation notwendige Typeinschrankung (engl. down cast) sicher durchge-
fiihrt werden. Hier dient die ,,Manager*-Komponente als dynamische Typinformation.

2. Um eine konkrete Représentation (,,ConcretelmplementorA*) zu verwenden, muf} nur
ein entsprechender Manager generiert werden. Fiir dynamisches Laden bedeutet dies,
daf} aus der zu ladenden Bibliothek nur eine Funktion explizit importiert und ausgefiihrt
werden mub.

Weiter ist der Manager eine ,,Abstrakte Fabrik* (engl. abstract factory) fiir konkrete Implemen-
toren (s. /Gamma et al., 1995/) und Zusammenlegen (engl. ,,to share*) von mehreren Imple-
mentoren durch eine Abstraktion durch Zidhlen von Referenzen kann einfach integriert werden
(s. Abschnitt 3.5.6 und /Coplien, 1992/). Dieses erweiterte Entwurfsmuster wurde in der ucke
fiir die Implementierung der mittleren zwei Schichten aus Tab. 5.1 beniitzt, was in Abb. 5.4
ausgefiihrt ist.

Jeweils fiir einen ,,Implementor* und eine ,,Abstraktion‘ wurde die Implementierung an-
gegeben. Man kann sogar textuell denselben Programmbkode fiir die ,,and“-Operation der zwei
Abstraktionen ,,Predicate und ,,Boole* verwenden. Auflerdem machen diese Zeilen deutlich,
daf} die Speicherverwaltung durch Zidhlen von Referenzen vollstindig in der Abstraktion erle-
digt werden kann. Ein Manager muf} sich darum nicht kiimmern, was es vereinfacht, eine neue
konkrete Klasse samt Manager zu implementieren.

Fiir die Implementierungen von ,,Boole* sind zwei Varianten angegeben. Einmal ,,.BDD-
simpleBRepr*, die die BDD-Bibliothek BDDsimple von Seite 3.6.1 verwendet, und zweitens
,BDDLongBRepr (s. auch S. 3.4). Fiir letztere ist auch eine abstrakte Version der Imple-
mentierung fiir die ,,and“-Operation aufgezeigt. Darin wird eine Typkonversion der Argumente
durchgefiihrt, wenn der Manager eines Argumentes nicht mit dem Manager iibereinstimmt, der
die Operation ausfiihrt (normalerweise der Manager des ersten Argumentes).! Danach wird un-
ter Verwendung des Managers der BDD-Bibliothek (,,long_bddMan*) die entsprechende Rou-
tine ,,bdd_and“ der BDD-Bibliothek aufgerufen. Man beachte dabei, daB die dynamische Ty-
peinschriankung (down cast) ,,(BDDLongBRepr)‘ korrekt und sicher ist.

5.2.2 Evaluatoren

In diesem Unterabschnitt wird als eine Erweiterung des Besucher-Entwurfsmusters (engl. vi-
sitor pattern) aus /Gamma et al., 1995/) das Entwurfsmuster des Evaluators vorgestellt. In der
ucke wird es dazu benutzt, Algorithmen zu implementieren, die auf der internen Term-Struktur
arbeiten. Unter diese Klasse von Algorithmen féllt auch der eigentliche Modellpriifungsalgo-
rithmus, wie er sich aus Definition 2.42 ergibt, als auch die Gegenbeispielgenerierung, die aus
/Kick, 1996/ stammt. Das Entwurfsmuster des Evaluators ist immer dann geeignet, wenn man
eine hochstmogliche Unabhingikeit von Algorithmen braucht, die auf einer festen Term- oder
Graphenstruktur arbeiten, wie zum Beispiel bei Algorithmen in Ubersetzern (engl. ,,compiler).

Bei der ucke ergaben sich folgende Anforderungen an die Implementierung des Modellprii-
fers, die mit anderen Techniken nur sehr schwer zu realisieren wéaren.

'In der gegenwirtigen Implementierung der ucke wird hier eine Ausnahme (engl. exception) ausgelost.
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Predicate ]
and(Predicate other) off~------- tmp = repr; AN
repr repr = repr —> manager —>
and(repr, other —> repr);
if(tmp —> reference_counter == 1)
delete tmp;
PredicateManager J«—— 239" ppepr I elfe f , _
and(PRepr,PRepr) | reference_counter | mp _> reterence_counter ——,
|
|
|
|
|
i
|
BoolePredMan | BoolePredicate ]% Boole J!
and(PRepr, PRepr) | and(Boole other) of-
repr
BooleManager Manage " BRepr I
and(BRepr,BRepr) | reference_counter |
BDDsimpleBMan || BDDLongBMan I
and(BRepr,BRepr) | —-—1o and(BRepr a,BRepr b) |
I [ bdd_manager long_bddMan |
|
|
if(a —> manager != this) conv'ert a; - | |
if(b —> manager != this) convert b; BDDsimpleBRepr ' BDDLongBRepr '

result = bdd_and(long_bddMan, BDDsimple simple_bdd || bdd long_bdd |

((BDDLongBRepr) a) —> long_bdd,
((BDDLongBRepr) b) —> long_bdd);
return new BDDLongBRepr(result);

Abbildung 5.4: Struktur der Pridikatsreprisentation der ucke im Detail.
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Benutzer 'i Visitor

VisitConcreteElementA(ConcreteElementA)
VisitConcreteElementB(ConcreteElementB)

A
| |

ConcreteVisitor1 | | ConcreteVisitor2
VisitConcreteElementA(ConcreteElementA) VisitConcreteElementA(ConcreteElementA)
VisitConcreteElementB(ConcreteElementB) VisitConcreteElementB(ConcreteElementB)

Element
Accept(Visitor)

ConcreteElementA ConcreteElementB
Accept(Visitor) ° Accept(Visitor) o

[v—> VisitConcreteEIementA(this);N [v—> VisitConcreteEIementB(this);N

Abbildung 5.5: Das Enwurfsmuster des Besuchers (engl. visitor pattern).

1. Speicherlecks auf hoheren Schichten sind unvertretbar, wenn sich dahinter riesige BDDs
verbergen.

2. Die Optimierung der Abhingigkeitsanalyse erfordert, dal ,,lokale Zustinde mit einem
Termknoten verbunden werden, im Gegensatz zum Entwurfsmuster des Besuchers, bei
dem nur ein globaler Zustand im Besucher selbst gespeichert wird.

3. Eine ,.faule* (lazy) Allokations- und Berechnungsstrategie erfordert prinzipiell, dal mit
einem Termknoten eine unbestimmte Anzahl von Zustinden verschiedener Algorithmen
verkniipft sein kann.

4. Die parallele Entwicklung der Optimierung der Modellpriifung durch den Autor und die
Implementierung der Erzeugung von Gegenbeispielen in /Jager, 1996/ verlangte eine fe-
ste Termstruktur, an der sich nichts dnderte. Nach einer parallelen Entwicklungsphase
sollte die Integration beider Versionen leicht durchzufiihren sein.

Das Entwurfsmuster des Besuchers ist in Abb. 5.5 zu finden. Hier ist zu erkennen, daf} die
Unterklassen von ,,Element‘ nichts iiber die konkreten Besucher wissen miissen. Ebenso sind
die Implementierungen der einzelnen Besucher vollig unabhingig. Was aber hier vollkommen
fehlt, ist die Moglichkeit einem Element fiir einen bestimmten Besucher einen Zustand zuzu-
ordnen. Bei der ucke wire so ein Zustand zum Beispiel ein Pridikat und ein Kompiler wiirde
z. B. gerne in der Kodeerzeugungsphase den erzeugten Kode am entsprechenden Termknoten
des Syntaxbaumes ablegen.

Natiirlich konnte jeder Besucher das intern bewerkstelligen z. B. durch eine Tabelle in der
Zustinde mit Termen assoziiert werden. Dies fiihrt aber zur unétigen Duplizierung von Pro-
grammkode zur Verwaltung sowohl der Tabelle als auch der Zustéande. Eine andere Moglichkeit
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besteht darin, einen entsprechenden Verweis auf den Zustand im Termknoten selbst abzulegen.
Hier muf3 man aber dafiir sorgen, da3 diese Verweise wiederum abstrakt sind, damit keine Ab-
hingigkeit zwischen den einzelnen Besuchern oder den Besuchern und den konkreten Elemen-
ten entsteht. Diesen zweiten Weg geht auch das Entwurfsmuster des Evaluators, das instantiiert
fiir die ucke in Abb. 5.6 zu finden ist.

Die ,,Term‘“-Klasse entspricht der abstrakten ,,Element*“-Klasse und prototypisch sind die
drei Unterklassen ,,Definition®, ,,Application* und ,,.Binary* aufgefiihrt. Letztere hat wieder-
um zwei Unterklassen ,,And‘ und ,,Or*, die fiir das boolesche ,,Und‘ bzw. ,,Oder* stehen. Die
,,’Accept“-Methode heif3t hier nun ,,eval®.

Auf der rechten Seite sind die Evaluatoren zu finden, die den Besuchern entsprechen. Er-
weitert wurde das Besucher Entwurfsmuster um den mittleren grau unterlegten Teil, bestehend
aus ,,EvalState* samt Unterklassen und dem Manager von Evaluatoren ,, EtorManager. Die
,StateList” eines Termes besteht aus abstrakten Zustdnden, so dall die Implementierung von
Term-Methoden nichts von dem konkreten Zustand wissen muf3. Ebenso konnen die einzelnen
Evaluatoren unabhingig voneinander definiert werden. Der zu einem bestimmten Evaluator
gehorende Zustand wird vom Evaluatoren-Manager ,,etorManager durch die ,,get“-Methode
geliefert. Ensprechend gibt es ,,add* und ,,remove* zum Hinzufiigen oder Loschen eines Zu-
standes. Der Evaluatoren-Manager tibernimmt auflerdem die Aufgabe, nach Loschen eines
Evaluators dessen noch existierenden Zustinde zu 16schen. Ansonsten miifite jeder Evaluator
eine entsprechende Routine implementieren.

Der Evaluatoren-Manager kann einen Zustand auf der ,,stateList” eines Termes zu einem
Evaluator durch die Registrierungsnummer ,,regrNum* des Evalutors zuordnen. Diese ist nur
durch den Evaluator-Manager manipulierbar. Damit das Loschen aller Zustéande nach ,,Dahin-
scheiden* eines Evaluators durch den Evaluatoren-Manager durchgefiihrt werden kann, verwal-
tet dieser zu jedem Evaluator mit der Registrierungsnummer ,,regrNum® in ,,states[regrNum]‘
eine doppelt verzeigerte Liste aller Zustinde des Evaluators.

Weiter zeigen die Ausschnitte aus dem Programmkode fiir die Methoden von ,,Evaluator
wie sich die Klassenstruktur von ,,Term* auch auf die Evaluatoren iibertragen 1a6t. So muf}
zum Beispiel der Evaluator ,,DepEtor* zur Abhingigkeitsanalyse von Priadikatsvariablen nur
eine Implementierung fiir die Evaluation von Applikationen definieren. Alle anderen Methoden
kann er iibernehmen.

Ahnliches gilt fiir ,,CEXEtor*, den Evaluator zur Generierung von Gegenbeispielen und
Zeugen. Er kann tatsdchlich alle Methoden des Evaluators ,,PredEtor* zur Implementierung
der Modellpriifung verwenden. Nur bei der Evaluation von Funktionsdefinitionen ist eine be-
sondere Behandlung notwendig. In der ucke verwendet ,,CEXEtor* sogar alle Methoden, da
auch ein groBer Teil der ,,evalDef“-Methode sich als redundant erwies. Das Abspeichern von
Pradikaten im ,.iterationVector geschieht dann, wie oben schon erwihnt, durch ,template me-
thods®, die in der Abbildung nicht aufgefiihrt sind.

All die oben aufgelisteten Anforderungen werden von dem Entwurfsmuster des Evaluators
erfiillt: Zustinde konnen Ihren Evaluator nicht iiberleben. Versehentlich hinterlassene Zustinde
werden automatisch geloscht. Die Ubergabe von Zustinden an andere Evaluatoren ist dennoch
einfach dadurch realisierbar, dafl Evaluatoren durch Agregation geschachtelt werden. Die zwei-
te und dritte Anforderung sind per Konstruktion erfiillt.

Zum letzten Punkt ist noch zu sagen, daBl durch die Verwendung dieser Technik es gelang, in
der Gegenbeispielgenerierung durch Vererbung den gesamten Programmkode der optimierten
Modellpriifung wiederzuverwenden (die Gegenbeispielgenerierung fiihrt in einer ersten Phase
eine modifizierte Modellpriifung mit ,,Abspeichern* durch). Bei der optimierten Modellpriifung
muBten dabei nur vier ,,template methods* eingefiihrt werden (s. /Gamma et al., 1995/), was ei-
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ne Anderung von etwa 10 Zeilen bedeutete, bei rund 1200 Programmzeilen des Moduls fiir die
optimierte Modellpriifung. Dagegen mufite im SMV-System der Gegenbeispielalgorithmus zur
Erzeugung von Gegenbeispielen nochmals vollkomen neu geschrieben und um entsprechende
,,Abspeicherroutinen‘ erweitert werden. Bei der ucke konnte nicht nur nach weiteren Optimie-
rungsarbeiten am Modellpriifungsalgorithmus der gesamte Programmkode der Gegenbeispiel-
generierung unverdndert iibernommen werden (sogar ohne eine Rekompilation). Sondern die
Gegenbeispielgenerierung profitierte sogar automatisch von den Optimierungen.
Die wichtigsten gegenwirtig verwendeten Evaluatoren lauten

»EvaluatorPredicate* Der eigentliche Algorithmus fiir die Modellpriifung. In Abb. 5.6 ist er
abgekiirzt als ,,PredEtor*.

,,EvaluatorAllDefined‘ Uberpriift, ob alle Pridikate, die bei Berechnung eines Termes beno-
tigt werden, nicht nur deklariert sondern auch definiert sind.

»EvaluatorAllocationConstraint*‘ Dieser Evaluator implementiert den urspriinglichen Allo-
kationsalgorithmus fiir Variablen, bei dem auch fiir jeden Quantor eine eigene Allokation
erzeugt wird.

»»AllocCSMapper‘ Assoziiert Terme mit vom Benutzer explizit angegebenen Allokationsrand-
bedingungen.

,EvaluatorGetScope‘‘ Erstellt eine Liste aller Variablen, die in einem Term durch Quantoren
gebunden sind.

»,EvaluatorOneAlloc* Dies ist ein experimenteller Evaluator zur Variablenallokation. Im Ge-
gensatz zu ,,EvaluatorAllocationConstraint“ beniitzt er ,EvaluatorGetScope*, um alle
Variablen in einem Term auf einmal zu allokieren.

»,EvaluatorOneAllocPhase1‘ Die ,top down*-Phase von ,,EvaluatorOneAlloc*.

,EvaluatorDependencies‘ Erzeugt einen Graphen, der jeden Term mit den Definitionen der
Pradikatsvariablen (,,Definition*) verbindet, von denen der Term abhiéngig ist (vgl. mit
dep(r) aus Def. 2.23). Dieser Graph wird nach Berechnung des Pridikates eines Ter-
mes wieder geloscht, da er sehr grof3 sein kann. Nur das Pridikat selbst wird in einem
Ergebnisspeicher fiir Pradikate gerettet.

»,EvaluatorScc Berechnet die stark zusammenhingenden Komponenten (SCC) einer Pradi-
katsdefinition nach Def. 2.23 und speichert sie direkt in den Term-Knoten ab.

»,EvaluatorFunDefDependencies* Berechnet denjenigen Teilgraphen des von ,,Evaluator-
Dependencies‘ berechneten Graphen, der nur noch aus Reprisentanten der SCCs be-
steht, und speichert diesen auch im Term-Knoten ab.

,,EvaluatorMonotonicity** Berechnet die Monontonieindikatoren nach Def. 2.28. Damit kann
festgestellt werden, ob eine Pradikatsdefinition wohlgeformt ist.

»EvalPredStore* Evaluator zur Durchfiihrung der modifizierten Modellpriifung mit Abspei-
chern nach /Kick, 1996/. Er ist eine Unterklasse von ,,EvaluatorPredicate und ent-
spricht ,,CEXEtor* aus Abb. 5.6.
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»» TNCreationEvaluator‘‘ Generiert Tableaus als Zeugen und verwendet dazu ,,EvalPredSto-

re‘.
»EvalPNFState‘‘ Assoziiert zu einem Term eine boolesche Variable, die angibt, ob ein Term
bei der Generierung von Gegenbeispielen als negiert zu betrachten ist (s. /Jager, 1996/).

,EvaluatorResetPredicate‘* Implementiert die Optimierung des gezielten Riicksetzens. Die-
ser Evaluator wird von ,,EvaluatorPredicate* benutzt, um gezielt rekursiv Pradikate (und
damit eventuell riesige BDDs) von Termen zum frithest moglichen Zeitpunkte freizuge-
ben, wenn sie nicht mehr benotigt werden. Er erfiillt damit Teilaufgaben des Evaluatoren-
Managers.

»,EvaluatorWitExpand‘ ,pretty printer* fiir Zeugen bzw. Gegenbeispiele.

»PrintTermEvaluator ,pretty printer* fiir Terme.
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5.3 Optimierungen

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dall sich die wesentlichen Optimierungen bei der Modell-
priifung als Aquivalenzumformung im u-Kalkiil oder als interne Optimierung im Modellpriifer
realisieren lassen. Zusammen mit der automatischen Variablenallokation aus Kapitel 4 ist da-
mit gezeigt, da Modellpriifung im u-Kalkiil genauso effizient sein kann wie Modellpriifung
von speziellen Logiken.

5.3.1 Interne Optimierungen

Interne Optimierungen sind in den Modellpriifer integriert. Im Gegensatz zu externen Optimie-
rungen erfordert ihre Anwendung keine Verdnderung der u-Kalkiil-Beschreibung.

Abhingigkeitsanalyse

Die Abhingigkeitsanalyse berechnet die Funktion ,,dep(-)* aus Definition 2.23 von Seite 27 und
wird hauptsdchlich zum gezielten Riicksetzen von gespeicherten Repridsentationen verwendet.
Zum Beispiel wird bei der Erreichbarkeitsanalyse im einfachsten Fall die Pradikatsvariablende-
finition

UR(u).S(u) Vv Iv.T(v,u) AR(v) (5.1

verwendet. Bei rekursiver Ausfithrung des Modellpriifungsalgorithmus wird zunichst die Re-
prisentation (z. B. ein BDD) von S und T berechnet. Dies sollte nun nicht noch einmal in jeder
Iteration von R geschehen, denn S und 7" hdngen nicht von R ab. Die in der ersten Iteration von
R berechneten Représentationen von S und 7" werden deshalb gespeichert (vgl. Abschnitt 5.2.2).

Aber nicht nur Reprisentationen fiir Pradikatsvariablen sollten gespeichert werden. Im obi-
gen Beispiel ist auch die erneute Substitution fiir 7" in spéteren Iterationen unotig. Man sollte
auch das Ergebnis der Substitution aufbewahren. Um dies zu realisieren berechnet die ucke
einen Abhingigkeitsgraphen, der im wesentlichen die Funktion dep aus Definition 2.23 dar-
stellt. Bei rekursiver Berechnung einer Operation (Quantifikation, Substitution, Oder, usw.)
werden zunidchst die Unterresultate bestimmt und die Operation ausgefiihrt, um das Ergebnis
der Operation zu erhalten. Dann wird getestet, ob die Unterterme vom momentanen (innersten)
Fixpunkt abhéngen. Ist ein Untertem unabhéngig, aber der Vaterterm (der gerade zu bearbei-
tende Term) abhingig, so wird das Unterresultat am Unterterm abgespeichert und kann so fiir
die néchste Iteration wiederverwendet werden. Ansonsten kann es geloscht werden. Dies erfor-
dert dann aber nach der Berechnung des Rumpfes einer rekursiven Préadikatsvariablen, daf die
gespeicherten Reprisentationen aller Terme, die von dieser Variablen abhingig sind, geloscht
werden, bevor eine erneute Iteration durchgefiihrt wird.

Bei mehrfach rekursiven Fixpunkten (vgl. Ubersetzung von FairCTL in Abschnitt B.2 und
Formulierung vom ABP in Abschnitt C.4) ist diese Optimierung besonders wichtig, da damit
vermieden wird, da3 zum Beispiel Substitutionen von Représentationen von dufleren Fixpunk-
ten in jeder Iteration eines inneren Fixpunktes erneut durchgefiihrt werden.

Auch wird die Abhédngigkeitsanalyse bei der Gegenbeispielgenerierung benétigt, um die
Préadikatsdefinition zu ,hierarchisieren®. Ansonsten 14t sich der Algorithmus von /Kick, 1996/
nicht anwenden. Fiir ndhere Details siehe /Jiger, 1996/.
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Spezialalgorithmen

Die Berechnung eines Relationenproduktes tritt im SMV-System nur fiir die Berechnung der
CTL-Formel EX f (AX f = -EX—f) und fiir einen Schritt bei der Breitensuche zur Berechnung
der erreichbaren Zustinden auf. Hierfiir wird dann immer gleich der collapse-Algorithmus aus
Abb. 3.33 bzw. eine Variante fiir die Erreichbarkeitsanalyse verwendet. Fiir EX f lautet die
Ubersetzung nach By,

Ju.T(u,v) A f(v)

Damit hier die ucke z. B. mit dem SMV konkurrieren kann (vgl. Abschnitt 3.8.1), muf} dieser
Fall erkannt werden, und statt der rekursiven Evaluation von ,, A gleich der relProd-Algorit-
hmus aufgerufen werden. Dies kann durch einfache Analyse des Rumpfes beim Aufruf des
Modellpriifungsalgorithmus fiir eine Quantor geschehen.

Wenn wie in Gleichung (5.1) ein Argument des Relationenproduktes die Anwendung ei-
nes rekursiven Priadikates ist, und das Relationenprodukt im Rumpf des rekursiven Préidikates
auftritt, dann wird bei jeder Iteration eine Substitution notwendig.> In diesem Fall verwendet
die ucke ,lazy substitutions®, was auf Ebene der BDDs durch den .ite3-Algorithmus (s. Ab-
schnitt 3.8.4) realisiert wird. Dadurch wird wie beim collapse-Algorithmus des SMV-Systems
in jeder Iteration eine Substitution gespart.?> Genauso wird mit den hiufig auftretenden Termen
Yu.s— tund Vu.sVtumgegangen.

»frontier set simplification‘

In /Burch et al., 1994/ wurde die einsichtige Feststellung getroffen, dal bei einem Schritt der
iterativen Berechnung der erreichbaren Zustinde in Breitensuche nur die im letzten Schritt neu
hinzugekommenen beriicksichtigt werden miissen. Man kann dariiber hinaus sogar irgend-
eine Menge von Zustdnden wihlen, die zwischen den neu hinzugekommen und allen schon
erreichten liegt. Damit eroffnet sich die Moglichkeit, die Algorithmen aus Abschnitt 3.8.3
zu verwenden, um zu kleinen BDDs zu gelangen. In der ucke wurde diese Optimierung fiir
beide Fixpunktarten eingebaut. Fiir kleinste Fixpunkte ist dies auch im System von Janssen
/Janssen, 1996b/ geschehen.

5.3.2 Externe Optimierungen

Unter ,,Externen Optimierungen* sollen solche Optimierungen der Modellpriifung verstanden
werden, die sich auf Ebene des u-Kalkiils beschreiben lassen. Ihre Anwendung erfordert also
ein Verdndern der Eingabe in die ucke. Weiterhin sollen hier keine probabilistischen Optimie-
rungen wie der Super-Trace-Algorithmus aus /Holzmann, 1991/ betrachtet werden, die nicht die
absolute Korrektheit postulieren, sondern sich mit einer Wahrscheinlichkeitsaussage begniigen.
Deshalb bestehen die folgenden Optimierungen alle aus Aquivalenzumformungen im u-Kalkiil,
die die Modellpriifung mit BDDs beschleunigen.

2Genauer wird getestet, ob der innerste Fixpunkt, bei dem sich der Wert der Anwendung éndert, der Pridikats-
variablen der Anwendung entspricht, was wiederum durch Abhéngigkeitsanalyse erledigt werden kann.

3Man kann aber auch die ucke zwingen, wann immer moglich ,,lazy substitutions* einzusetzen. Dies geschieht
mit der Kommandozeilenoption -attuls fiir ,,always try to use lazy substitutions®.
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Vorwiirtsanalyse

Die Vorwirtsanalyse bedeutet, dal bei der Verifikation von Zustandssystemen Pradikate {iber
Zustinde auf die erreichbaren Zustinde eingeschrinkt werden. In /McMillan, 1993a/ wurde
gezeigt, dall sich durch diese Technik erhebliche Geschwindigkeits- und Platzeinsparungen er-
reichen lassen.

In Satz B.11 auf Seite 180 wird dies auf den u-Kalkiil iibertragen, wodurch sich eine for-
male Rechtfertigung und ein weitaus breiteres Answendungsgebiet ergibt. Als Beispiel sei in
folgender Pridikatsdefinition S als die Menge der Startzustinde, T als die Ubergangsrelation
und F als eine Menge von Zustdnden interpretiert, von denen mindestens einer vom Startzu-
stand erreichbar sein soll.

uX(u). F(u) V 3v.T(u,v) AX(v)

Wenn man noch im p-Kalkiil

Vu.S(u)— X(u)
evaluiert, so entspricht das in CTL EFF. Wie im Beispiel zu Satz B.11 erhilt man folgende
(bez. des obigen zu evaluierenden Term) dquivalente Pradikatsvariablendefinition

uR(u) . S(u) V Iv.T(v,u) AR(v)
uX(u) . R(u) AN(F(u) V Iv.T(u,v) AX(v))

Man beachte auch die Beschreibung des ABP in Abschnitt C.4, bei der die Vorwértsanalyse
schon integriert ist.

In den beiden Beispielen zum Vergleich der ucke mit dem SMV (vgl. Abschnitt 5.4.1) war
diese Optimierung sehr wichtig. Ohne sie benotigte die Verifikation des ABP mit dem SMV-
System bei nur einem Datenbit schon 8 Sekunden. Fiir das DME-Beispiel ist die Situation noch
viel dramatischer. Hier hatte das SMV-System bei zwei Zellen nach einer Stunde immer noch
kein Ergebnis geliefert, obwohl mit Vorwértsanalyse dieses schon nach 2.4 Sekunden vorlag.

Vereinfachung der Ubergangsrelation

Nach Anwendung der Vorwirtsanalyse wurden alle rekursiven Priddikate auf die erreichbaren
Zustinde eingeschriinkt. Deshalb kann bei der Berechnung des Relationenproduktes der Uber-
gangsrelation mit einem rekursiven Priidikat auch die Ubergangsrelation auf die erreichbaren
Zustinde eingeschriankt werden.

Hierzu sei obiges Beispiel fortgefiihrt und nach Expansion von X nach Satz B.4 und Hin-
einmultiplizieren von R erhilt man die Pridikatsdefinition

uX(u) . R(u) AN (F(u) V Iv.T(u,v) AR(u) AR(v) ANX(v))

Im SMV-System wurde dies dazu beniitzt, nun 7 global im ersten Argument mit R zu kon-
jugieren. Dadurch erreicht man eine weitere Geschwindigkeitsverbesserung. Nach Satz 3.35
kann man aber auch statt dessen den ,, | “~Operator oder den ,, |} “~-Operator verwenden. Unter
anderen sind dann neben der Konjunktion die folgenden Definitionen moglich

uX(u) . R(u) A(F(u) V 3v.T(u,v) LR(u) ANX(v))

u).
uX(u) . R(u) A(F(u) V Iv.T(u,v) JR(u)) ANX(v))
,uX(u) R(u) AN (F(u) V 3v.T(u,v) [ R(u) JR(v) NX(V))
uX(u) . R(u) A (F(u) V Iv.T(u,v) JR(u) | R(v) AX(v)),
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wenn man die Vereinfachungsoperatoren linksassoziativ lie8t. Insbesondere die letzte Variante
brachte in der Messung ,,ucke II* in Tab. 5.2 eine erhebliche Geschwindigkeitsersparnis mit
sich (in der Beschreibung des ABP in Abschnitt C.4 wird ,,{}," zu assume). Im SMV-System
wird diese Optimierung nicht verwendet.

Inkrementelle Generierung der Ubergangsrelation

Diese Optimierung wird bei der Berechnung der erreichbaren Zustinde eingesetzt und ist in
/McMillan, 1993a/ niher beschrieben. Sie generiert Approximationen an die Ubergangsrelati-
on, und erlaubt es so, auf die vollstindige Reprisentation der gesamten Ubergangsrelation zu
verzichten. Dies ist besonders niitzlich, wenn der BDD fiir die gesamte Ubergangsrelation sehr
groB werden wiirde. Als Beispiel sei eine Ubergangsrelation als Konjunktion von kleineren

Relationen definiert:
n

T(v,u). \ Ti(v,u)
i=1
In die Priadikatsdefinition von R eingesetzt ergibt dies

uR(u) . S(u) vV Iv. N2y Ti(v,u) AR(v)
und nach Satz 3.35 erhélt man
uR(u) . S(u) v Iv. (A= Ti(v,u) U R(v)) AR(v)

Ein konkretes Beispiel hierfiir liefert die Beschreibung des DME in Abschnitt C.6 und die ent-
sprechende Messung in Tab. 5.3. Damit ist einmal die Methode des SMV auf den u-Kalkiil
ibertragen worden, und man hat zweitens einen formalen Korrektheitsbeweis.

Als Variante kann man statt ,, |}, auch ,, | ““ verwenden. Dann spart man sich nach Satz 3.41
die Berechnung des Relationenproduktes. Bei allen vom Autor durchgefiihrten Beispielen war
aber die hohere Ersparnis durch Vereinfachung mit ,, |} “ nicht zu iiberbieten. Interessanterweise
zeigt Satz 3.35, da diese Argumentation auch fiir disjunktiv zusammengesetzte Ubergangsre-
lationen gilt, was im SMV-System nicht implementiert ist.

MBFS — Modified Breadth First Search

Fiir disjunktiv zerlegbare Ubergangsrelationen wurde in /Burch et al., 1994/ die Optimierung
der ,,modified breadth first search® angegeben. Dabei wird in einer Iteration der Erreichbar-
keitsanalyse zunichst fiir jeden disjunktiv verkniipften Teil der Ubergangsrelation alle Zustinde
berechnet, die nur mit Ubergingen aus diesem Disjunkt von der bisher berechneten Menge von
Zustidnden erreichbar sind. Die Vereinigung all dieser Mengen ergibt dann den Ausgangspunkt
fiir die néchste Iteration. Die Behauptung lautet nun, daf} diese Vorgehensweise auch die Menge
der erreichbaren Zusténde ergibt.
Im u-Kalkiil sei also die Ubergangsrelation T gegeben als

In die Definition von R eingesetzt erhilt man

uR(u) . S(u) v Iv.(Vie; Ti(v,u)) AR(v)
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Ausmultipliziert und den Quantor in die entstehende Disjunktion hineingezogen ergibt
uR(u) . S(u) V Ve (3v.Ti(v,u) AR(v))
Nun iiberzeugt man sich, daf diese Definition dquivalent ist zu
URi(u) . R(u) V Iv.Ti(v,u) ANR;(v)
HR(u) . S(u) V Vi Rilu)

Es ist schwierig, diese Umformung in IBSX als korrekt nachzuweisen. Dafiir kann man aber die
entsprechende Aussage im modalen u-Kalkiil leicht zeigen, was hier nicht durchgefiihrt werden
soll.
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SMV SMV ucke A ucke B
16381 5227318

#bits | #Zustinde | MB | sec | MB | sec | MB | sec | MB | sec
1 140 2 0 10 0 2 0 2 0
2 912 2 0 10 0 3 0 3 0
3 9920 2 0] 10 0 3 1 3 1
4 139776 2 0 10 1 3 2 3 1
5| 2147840 2 1 10 2 3 6 3 2
6 3e7 2 21 10 4 3|1 16 3 5
7 5e8 3 5 11 7 5] 38 41 12
8 8e9 51 17| 13| 20 8| 83 6| 27
9 lell 91117 | 17109 16 | 185 10 | 61
10 2el12 | 21 | 778 | 29 | 418 | >30 - 18 | 133

Tabelle 5.1: Berechnung Erreichbarer Zustinde des ABP.

5.4 Effizienzvergleich mit anderen Modellpriifern

Die im letzten Abschnitt vorgestellten Optimierungen werden hier praktisch angewandt und da-
durch gezeigt, dal auch in der Praxis ein u-Kalkiil-Modellpriifer mit speziellen Modellpriifern
konkurieren kann. Durch die hohere Flexibilitdt kann sogar erreicht werden, daf3 die Modell-
priifung wesentlich einfacher zu handhaben ist, und es wird ein Beispiel aufgezeigt, bei dem
diese Flexibilitét sogar in ein Geschwindigkeitsvorteil umgewandelt werden kann.

54.1 ... mitSMV
Alternating Bit Protokoll

In diesem Beispiel wird das Alternating Bit Protokoll mit expliziten Hin- und Riickkanilen
betrachtet. Siehe Abschnitt C.4 fiir weitere Details. Es werden Sicherheits- und Lebendigkeits-
eigenschaften verifiziert bei variierenden Grofle der iibertragenden Daten (Anzahl Datenbits).
Fiir dieses Protokoll ist es unbedingt zu empfehlen, die Vorwirtsanalyse zu verwenden, da der
Zustandsraum sehr diinn mit erreichbaren Zustinden besetzt ist. In diesem Fall miissen zu-
nichst die erreichbaren Zustdnde bestimmt werden. Fiir Sicherheitseigenschaften ist dies auch
schon fast alles, was zu tun ist und so wurde als Beispiel statt der Verifikation einer Sicherheits-
eigenschaft einfach nur die Grofe der Menge der erreichbaren Zustidnde bestimmit.

Fiir die ucke wurde fiir dieses Beispiel die BDD-Bibliothek /Long, 1994/ verwendet.* Bei
dieser BDD-Bibliothek palit sich die Grofe des Ergebnisspeichers automatisch an die Anzahl
existierender BDD-Knoten an (s. S. 62). Beim SMV-System muf} diese Grofle vom Benutzer
gewihlt werden. Fiir kleinere Probleme kann man die Standardeinstellung des SMV-System
verwenden, die mogliche 16381 Eintrdge vorsieht. Dagegen sollte bei groen Problemen auch
ein groBer Ergebnisspeicher verwendet werden, da sonst die Berechnung zu lange dauert. Fiir
die Messungen auf einem 120MHz-Pentium-System mit 32MB Hauptspeicher wurde deshalb
einmal die Standardeinstellung und zweitens ein Ergebnisspeicher der GroB3e 5227318 gewdéhlt.

Die Zeiten fiir die Erreichbarkeitsanalyse sind in Tab. 5.1 zu finden. Das SMV-System hat
keine ,,frontier-set-simplification* fiir Interleaving Semantik. In diesem Beispiel kommt diese

“Der (ites-Algorithmus brachte hier keinen Vorteil.
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SMV SMV ucke I ucke 11
-c 16381 | -¢ 5227318
#bits | #Zustinde | MB sec | MB sec | MB | sec | MB | sec
1 140 2 0 10 0 3 1 3 1
2 912 2 1 10 1 3 1 3 1
3 9920 2 21 10 4 3 2 3 2
4 139776 2 71 10 13 3 5 3 4
5| 2147840 2 24 | 10 36 41 19 3 8
6 3e7 3 72| 11 77 6| 61 51 19
7 5e8 41 215 12 202 | 13| 226 71 47
8 8e9 71 789 | 15 696 | 25| 781 13| 99
9 lell - -1 23 3555 | >30 -1 251231

Tabelle 5.2: Verifikation einer Lebendigkeitseigenschaft des ABP.

in der ucke verwendete (interne) Optimierung voll zum tragen und verbessert die Laufzeiten
gegeniiber beiden SMV-Varianten. Die Messung der ucke ohne ,.frontier set simplification®
steht in der Spalte mit der Uberschrift sucke A und mit ,frontier set simplification® in der
Spalte mit der Uberschrift ucke B«

Als prototypische Lebendigkeitseigenschaft wurde in Tabelle 5.2 {iberpriift, ob unter fairer
Ausfiihrung des Senders, des Empfangers und der beiden Kanile unter Annahme, dal3 beide
Kanile nicht irgendwann nur noch Fehler erzeugen, der Sender immer wieder ein Datum vom
Benutzer entgegennimmt. Genaueres zur Modellierung diese Sachverhaltes und Diskussion
siehe wiederum Abschnitt C.4.

Der Verifikationsaufwand fiir die ucke ist bei Verwendung des identischen Verfahrens mit
Vorwirtsanalyse vergleichbar mit dem des SMV (ucke I). Beim SMV wurden wiederum die
zwei GroBen 5227318 und 16381 fiir den Ergebnisspeicher verwendet. Die Verifikation wurde
fiir 9 Datenbits beim SMV bei kleiner Grole des Ergebnisspeichers nach 3 Stunden abgebro-
chen und bei der ucke I war der Hauptspeicher (32MB) aufgebraucht.

Beniitzt man bei der ucke die externe Optimierung der Vereinfachung der Ubergangsrelation
und bei der Berechnung der erreichbaren Zustiande die ,,frontier set simplification®, so erreicht
man (ucke II) noch bessere Zeiten als der SMV. Der groBere Speicherverbrauch 146t sich auf
die vielen BDDs zuriickfiihren, die bei den geschachtelten Fixpunkten relativ lange gespeichert
bleiben. Der Modellpriifungsalgorithmus im SMV nimmt die Speicherverwaltung von BDDs
selbst in die Hand, so daf er die nicht mehr bendtigten BDDs baldmdglichst freigeben kann.

DME

Der asynchrone DME-Schaltkreis aus /Martin, 1985/ wurde in /McMillan, 1993a/ als Beispiel
fiir verschiedene Optimierungen im SMV-System herangezogen. Er dient dazu, verteilten, ge-
genseitigen Ausschluf3 (distributed mutual exclusion) zu garantieren. Die Optimierung der Mo-
dellpriifung, die bei diesem Beispiel besonders gute Effekte erzielt, ist die der inkrementellen
Generierung der Ubergangsrelation. Diese wurde nach der in Abschnitt 5.3.2 vorgestellten Vor-
gehensweise auf den u-Kalkiil ibertragen und fiir den DME angewandt.

In Tabelle 5.3 wurde die Optimierung der Vorwiértsanalyse (SMV - f bzw. ucke o) und die
Optimierung der inkrementellen Generierung der Ubergangsrelation (SMV -f - inc bzw. ucke
B) verwendet. Hier zeigt sich, daB die ucke bei der Vorwirtsanalyse schneller ist als der SMV,
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SMV SMV ucke o ucke B
-f -f -inc
#Zellen | MB | sec | MB | sec | MB | sec | MB | sec
2 3 2 2 1 8 4 5 1
3 3 6 2 2 9 9 7 4
4 4| 15 2 41 10| 18 7 9
5 5| 76 2 8| 11| 37 71 22
6 51233 21 13 12 | 83 71 46
7 6 | 859 21 22| 16168 8| 91
8 - - 2| 34 17 | 215 8| 156
9 - - 21 52 18 | 606 8 | 260

Tabelle 5.3: Verifikation einer Sicherheitseigenschaft des DME.

[EFT93] | [DB95] | ucke I | ucke I1

# | #Zustidnde sec sec sec sec
6 577 21 5 7 6
8 3073 40 13 11 10
10 15361 87 30 16 13
12 73729 145 55 22 17
14 344065 233 95 31 23
16 1572865 348 196 39 29
18 7077889 569 522 55 38
20 | 31457281 850 ? 68 47

Tabelle 5.4: Verifikation des Schedulers von Milner.

da sie zusitzlich die Optimierung der ,.frontier set simplification* verwendet. (die Messung
beim SMV fiir 8 und 9 Zellen wurde nach einer Stunde abgebrochen). Fiir die spezielle Op-
timierung der inkrementellen Generierung der Ubergangsrelation kann die ucke nur schwer
konkurieren. Hier ist sie ungefdhr Faktor 5 mal langsamer als der SMV. Eine Analyse zeigte,
daf} dies vom aufwendigen Evaluatorenkonzept (s. Abschnitt 5.2.2) herriihrt, da die auftretenden
BDDs sehr klein sind und deshalb das Ablaufen der Indirektionsstufen viel stirker ins Gewicht
fallt. Bei groBeren Beispielen sollten die Rechenzeiten der ucke und die des SMV wieder niher
beianander liegen.

Dieses Problem konnte unter Beibehaltung des u-Kalkiils als Eingabesprache vollstindig
eleminiert werden, wenn man den Modellpriifungsalgorithmus nicht als Interpreter implemen-
tiert, sondern als Ubersetzer in eine BDD-Manipulationssprache.

5.4.2 ... mit y-Kalkiil Modellpriifern

In der Literatur /Enders et al., 1993, Dsouza und Bloom, 1995/ wird eine vereinfachte Versi-
on des ,,Schedulers* aus /Milner, 1989/ als Standardbeispiel fiir die Modellpriifung im p-Kalkiil
verwendet. Den Vergleich der Verifikationszeiten fiir eine variierende Anzahl von Agenten ist in
Tabelle 5.4 aufgefiihrt. Dabei wurde dieselbe Maschine (SUN 4/75) wie in /Enders et al., 1993/
verwendet (Spalte zwei). Die erste Spalte gibt die Anzahl erreichbarer Zustinde des Gesamt-
systems (ohne ,,Parallelschaltung* der Spezifikation) an. Weiterhin findet man in Spalte drei
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Janssen | ucke Janssen | ucke

n sec sec #Zellen sec sec

10 1.4 0.6 8 0.5 0.2

12 7.5 2.0 16 5.1 0.5

14 36.6 7.7 24 21.6 2.1

16 176.1 | 309 32 60.9 6.9
a. n-Bit Zihler b. arbiter

Tabelle 5.5: Vergleich der ucke mit dem System von Janssen.

([DB95]) die Messung aus /Dsouza und Bloom, 1995/. Fiir Vergleiche mit nicht BDD-basierten
Ansitzen siehe /Enders et al., 1993/.

Durch die effiziente Implementierung der ucke in C++ und die Verwendung der obigen
internen Optimierungen ist die ucke schon schneller als die zitierten Systeme (ucke I). Hier
wurde die BDD-Bibliothek BDDsimple und der (iteg-Algorithmus eingesetzt.5 Die , frontier
set simplification* brachte keine Verbesserung und wurde deshalb abgeschaltet.

Unter Verwendung der Optimierung der Vorwértsanalyse (ucke II), die nun auch fiir andere
Formalismen als FairCTL eingesetzt werden kann, erreicht man eine zusitzliche Verbesserung.
Den Quelltext zu diesem Beispiel fiir zwei Agenten findet man in Abschnitt C.5.

Die Messung ucke I bei 20 Agenten benotigte 10 MB Hauptspeicher (mit der BDD-Bib-
liothek von D. E. Long wiren es nur 6.7 MB gewesen, hitte aber 10% lidnger gedauert) und
die Messung II ca. 7.6 MB (bzw. 6.9 MB). Bei den Messungen aus der Literatur wurde kein
Speicherplatzverbrauch angegeben.

Das System von Janssen /Janssen, 1996b/ ist ein Modellpriifer des u-Kalkiils, der nur aussa-
genlogische Variable zuldBt. Vektoren sind nur insofern vorhanden, als daf sie syntaktisch als
boolesche Variable interpretiert werden. Man kann einer booleschen Variablen z. B. den Na-
men ,,a [2] “ geben. Deshalb gibt es auch keine Allokationskonzepte wie Verschrinken oder
Blocken. Nur durch das syntaktische Vorkommen wird eine initiale Ordnung vorgegeben.

Diese Ordnung kann wihrend der Modellpriifung dynamisch nach /Rudell, 1993/ verdndert
werden. Dies kann zwar einerseits die BDDs z. B. der Ubergangsrelation verkleinern, hat aber
den unerwiinschten Nebeneffekt, da} bei Substitutionen im Rumpf von rekursiven Pridikats-
variablen fast nie schnelle Substitutionen verwendet werden konnen. Dieselbe Vorgehensweise
lag schon dem ersten Prototyp der ucke zu Grunde, der in der Arbeit /Melcher, 1995/ verwen-
det wurde, und im Vergleich zum SMV-System sehr schlecht abschnitt. Dies zeigt auch der
folgende Vergleich der neuen ucke mit dem System von Janssen.

Da das System von Janssen kein Typsystem besitzt, wurden nur zwei einfache Beispiele
verglichen. Einmal ein bindrer n-Bit-Zihler, der bei der hier verwendeten uneffektiven Vor-
wirtsanalyse genau 2" Iterationen fiir die Erreichbarkeitsanalyse bendtigt, und zweitens ein
weiteres einfaches Protokoll zum gegenseitigen Ausschlul3 (arbiter), welches bei den Quellen
des Systems als Beispiel mitgeliefert wurde. Siehe auch Abschnitt C.7 und Abschnitt C.8.

Der Vergleich in Tab. 5.5 der Erreichbarkeitsanalyse bei beiden Beispielen fillt deutlich zu-
gunsten der ucke aus. Wie schon erwihnt resultiert dies aus dem Allokationskonzept der ucke,
wodurch in den Fixpunktiterationen, wenn immer méglich, monotone Substitutionen verwendet
werden, so daB} sich die BDDs unter der Substitution nicht vergréfern.

>Genauere Analysen lieBen sich nicht durchfiihren, da die Systeme dem Autor nicht zur Verfiigung standen.
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5.5 Zusammenfassung

Es wurde ein Entwurf eines Modellpriifers vorgestellt, der durch Verwendung von objektori-
entierten Methoden leicht erweiterbar ist. Dazu mufiten spezifische Entwurfsmuster entwickelt
werden. Es wurde an Hand einer Implementierung gezeigt, daf3 sich dadurch vielfiltige An-
forderungen, wie dynamisches Austauschen der zu Grunde liegenden Repriésentation, erfiillen
lassen.

Die Implementierung in Form des Modellpriifers ucke erwief sich als ebenso effizient wie
die von Spezialmodellpriifern (z. B. SMV) und bei weitem leistungsfihiger als vergleichba-
re Systeme. Somit wurde die These dieser Arbeit, da} sich die Modellpriifung im u-Kalkiil
effizient durchfiihren 146t, auch praktisch nachgewiesen.

Die vorgestellten Optimierungen kénnen durch ihre Ubertragung auf den u-Kalkiil nun auch
fiir viele Verifikationsaufgaben eingesetzt werden, fiir die sie urspriinglich nicht gedacht waren.
Am Beispiel der Vorwirtsanalyse fiir die Bisimulation wurde dies vorgefiihrt (Abschnitt 5.4.2).

5.6 Ausblick

Es gab einen Einsatz der ucke im industrienahen Umfeld /Philipps und Scholz, 1997/. Hier
wurde die ucke als Modellpriifer gewihlt, weil fiir die Systembeschreibungssprache ,, u-Charts
der u-Kalkiil benotigt wurde. Diese Arbeiten werden fortgefiihrt und werden auch umgekehrt
EinfluB} auf die weitere Entwicklung der ucke haben. So ergab sich in diesem Zusammenhang
die Forderung nach varianten Typen und, dal es moglich sein sollte, Repridsentationen von
Pradikaten zu speichern. Beide Erweiterungen werden in einer zukiinftigen Version der ucke
beriicksichtigt und sollten durch die objektorientierte Architektur leicht zu integrieren sein.
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Kapitel 6

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde gezeigt, dall sich Modellpriifung des u-Kalkiils effizient durchfiihren
14Bt. Dies wurde einmal moglich durch die Ubertragung wesentlicher Optimierungen der Mo-
dellpriifung fiir eingeschrinkte Logiken auf den u-Kalkiil. Hierunter fallen die Vorwirtsanalyse
und die ,,frontier set simplification®. Daneben wurden spezielle Optimierungen vorgestellt, wie
Abhingigkeitsanalyse und die automatische Variablenallokation. Insbesondere das Verfahren
zur automatischen Variablenallokation ermdoglicht es, dal BDD-Algorithmen effizient einge-
setzt werden konnen.

Durch Einfiihrung eines Namenskonzeptes gelang es, den uy-Kalkiil anwenderfreundlicher
zu gestalten. Hierfiir muf3te die Wohldefiniertheit der Semantik neu gezeigt werden, was for-
mal durchgefiihrt wurde. In diesem Zusammenhang wurde auch eine formale Herleitung der
symbolischen Modellpriifung bzw. der Modellpriifung mit BDDs aus der Standardsemantik an-
gegeben.

Die Grundlage fiir den Erfolg der Modellpriifung bilden die BDDs. Hierzu wurden in die-
ser Arbeit auf einheitliche Weise alle wesentlichen BDD-Algorithmen aufgelistet, die zuvor
zum Teil nur in Form von Programmtext vorlagen. Die Korrektheit dieser Algorithmen konnte
formal gezeigt werden, was ein Verdienst der abstrakten Beschreibung unter Verwendung der
SCAM ist. SchlieBlich wurde der neue BDD-Algorithmus (iteg vorgestellt, der als Spezialalgo-
rithmus die Effizienz der Modellpriifung des u-Kalkiils steigert.

Der Modellpriifer ucke wurde dazu benutzt, die theoretischen Resultate zu evaluieren. Er er-
wies sich als durchaus vergleichbar mit hochst effizienten Spezialmodellpriifern wie dem SMV
und ist wesentlich leistungsfihiger als die aus der Literatur bekannten Modellpriifer fiir den
u-Kalkiil.
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Anhang A

Grundlagen

In diesem Kapitel werden die verwendeten mathematischen Begriffe definiert. Wenn nicht an-
ders angegeben sei dabei /Jacobson, 1985/ die letzte Referenz.

A.1 Natiirliche Zahlen und Potenzmengen

In dieser Arbeit werde unter natiirlichen Zahlen immer die Menge N := {0,1,2,3,...} ver-
standen. Das heif3t die ,,0° ist immer in N schon enthalten. Wenn explizit nur die positiven
natiirlichen Zahlen gemeint sein sollen dann wird N\ {0} geschrieben. Fiir jede beliebige Men-
geAseiP(A):={A" | A’ C A} definiert als die Potenzmenge von A. Diese besitzt als ,kleinstes*
Element immer die leere Menge geschrieben als 0.

A.2 Relationen

Eine Relation zwischen einer Menge A und einer Menge B ist eine Teilmenge von A X B, dem
kartesischen (direkten) Produkt von A und B. Oft ist in dieser Arbeit von Relationen iiber einer
Menge A die Rede. Darunter versteht man eine Relation zwischen A und sich selbst (C A?).
Z.B. ist die Diagonale A = A(A) Uber einer Menge A definiert als eine Relation A iiber A mit

A=A(A) ={(a,a)|ac A}

Relationen werden mit der Mengeninklusion geordnet und neben den Mengenoperationen, ,,U *,
»N“und ,,\“, werden folgende Operationen eingefiihrt:

Definition A.1 (Operatoren iiber Relationen) Sei RCA X B, S C AZund T CBxC
R7!':={(b,a) € BxA|(a,b) € R} Inversion
R-T:={(a,c)eAxC|3beB.(a,b) eRN(b,c) €T} Produkt
S* :={(a,d') € A’ |3ay,...,an €EAVOL i< n.

a=agNa,=d A(aj,a;r1) €S} reflexiv-transitive Hiille
St :={(a,d) € A* | Jay,...,an €EAVO<Li < n.
n>0,a=apNa,=d A(aj,ai11) € S} transitive Hiille
Statt ,R - T “ wird auch héiufig die Juxtaposition RT verwendet und SU A(A) wird als reflexive
Hiille bezeichnet.

A
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Definition A.2 (Eigenschaften von Relationen) Eine Relation R iiber A heifse

reflexiv < A(A)CR antisymmetrisch < (RNR™') C A(R)
irreflexiv. < A(A)NR=10 transitiv = RT CR
symmetrisch < RV CR totalgeordnet = (RUR™')=A2

In manchen Biichern werden zur Definition der Eigenschaften nicht die Operationen auf Rela-
tionen verwendet, sondern es wird direkt formuliert:

R reflexiv gdw. (a,a)€R , VacA

R irreflexiv gdw. (a,a)¢R , YacA

R symmetrisch gdw. (a,b)€R = (b,a) ER , Va,beA
R antisymmetrisch gdw. (a,b) € RA(b,a)€ER=a=b , Va,beA
R transitiv gdw. (a,b) ERA(b,c) ER = (a,c)€ER, Va,b,ceA
R totalgeordnet gdw. (a,b) €RV (b,a) €R , Va,beA

Die obige Definition hat den Vorteil, da sich die Namen der Hiillen Operationen aus Definiti-
on A.1 unmittelbar rechtfertigen lassen. Z.B. ist RT C R, so daB RT sich als transitiv erweift.
Eine hiufig benotigte Tatsache ist

Lemma A.3 (Minimalitit der Transitiven Hiille)
Fiir R C A% ist R (bzw. R*) die kleinste ( reflexiv-) transitive Relation O R.

Definition A.4 (Aquivalenzrelation und Partielle Ordnung)
Eine transitive Relation R C A? heifst

. . ) (a) R reflexiv
Aquivalenzrelation & { (b) R symmetrisch

) ) (a) R reflexiv
Partielle Ordnung & { (b) R antisymmetrisch

(a) R partielle Ordnung

Totalordnung (oder lineare Ordnung) :& { (b) R totalgeordnet

Jede partielle Ordnung 148t sich ,,Totalordnen®, aber leider nicht eindeutig.

Lemma A.S (Topologisches Sortieren) Eine partielle Ordnung R auf einer endlichen Grund-
menge ldfst sich auf konstruktive Weise zu einer Totalordnung S erweitern.

Beweis: Der Algorithmus hierzu findet sich in fast allen Einfiihrungsbiichern iiber Algorithmen
wie z. B. /Manber, 1989/. Q4
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A.3 Partielle Abbildungen und Substitutionen

In dieser Arbeit werden an vielen Stellen Abbildungen (Funktionen) definiert. Wenn nichts an-
deres gesagt, sind damit immer totale Funktionen gemeint. Da diese aber ein Spezialfall der
partiellen Funktionen darstellen, werden die folgenden Definitionen gleich fiir partielle Funk-
tionen gegeben.

Definition A.6 (Partielle Funktion) Seien A, B beliebige Mengen, so bezeichne
[A — B]
die Menge der partiellen Funktionen von A nach B, mit der Schreibweise
ftA—=B & fe[A—B]
Fiir so ein f gelte

fCAXB und Vx€A,y,z€B. (x,y)EfA(x,2)Ef = y=z2

Wegen dieser Eindeutigkeit schreibe auch f(x) = z statt (x,z) € f. Eine weitere Schreibweise
ist x — z, wenn klar ist, da} sich ,—* auf f bezieht. Wenn es fiir ein x € A ein z € B gibt mit
f(x) =z, so heiBe f fiir x definiert, geschrieben f(x)|. Falls es ein solches z nicht gibt, dann
nenne man f undefiniert fiir x, geschrieben f(x)1. Daraus leiten sich folgende Begriffe ab:

Definition A.7 (range und domain) Fiir eine partielle Funktion f: A — B definiere
range(f) :={z€B|3x€A.f(x) =z} und domain(f):={xcA|f(x)|}

Dabei heifse domain( f) Definitionsmenge und range(f) die Bildmenge von f.

»dubstitution® ist nur ein anderes Wort fiir ,,partielle Funktion*. Es wird immer dann gebraucht,
wenn zwei partielle Funktionen auf besondere Art verkniipft werden.

Definition A.8 (Verkniipfungen von partiellen Funktionen)
Fiir g € [A — B|, f € [B — C] ist die Komposition definiert als

fog€[A—=C] mit (fog)x)=z &= 3FyeB.glx)=yAf(y)=z2

Fiir eine Substitution (partielle Funktion) h € [A — B] definiere

g-h=ghe[A—B] mit (gh)(x)=2z & { 8 = Z ;ZZ? 281

Man beachte, daf} ,o° rechtsassoziativ und ,-* linksassoziativ ist.
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Die Juxtaposition von g und /4 ist nun mehrdeutig, da g und 4 als Relationen aufgefal3t werden
konnten. Da ,,0° aber nur eine andere Schreibweise fiir das Relationale Produkt darstellt, kann
man dieses falls nétig mit ,,0“ ausdriicken. Weiter werden in dieser Arbeit partielle Funktionen
nicht als Relationen betrachtet, und so sollte keine Verwechslungsgefahr bestehen.

Fiir Substitutionen wird oft die Mengenschreibweise fiir partielle Funktionen verwendet:

{x—z|flx) =2}

So bezeichnet z. B. {1 — 2} in [N — N] die partielle Funktion f: N — N, mit
domain(f) = {1}, range(f) = {2}, f(1)=2.
Seinun g: N — N mit g(i) := i (g =id), so gilt
(¢f)(i) =i, firi#1 und (gf)(1)=2

In diesem Fall kann man sehr viel Schreib- und Definitionsarbeit sparen, wenn man g{1 + 2}
statt gf schreibt. Ebenso kann dies fiir Substitutionen mit groerer Definitionsmenge gesche-
hen, wie z. B. in

id{2-i—2-i+1]icN} = 2-[(id+1)/2]—1

Manchmal werden in der Mengenschreibweise im Zusammenhang mit Substitutionen auch
Vektoren verwendet. So gelte fira € A", b € B" und f € [A — B]

[A=B 5 famb} = fali)eb(i)]1<i<al} (A1)

Dies macht nur dann Sinn, wenn man fordert, dal} die einzelnen Komponenten von a paarwei-
se verschieden sind (a(i) = a(j) = i = j), da sonst die resultierende Menge keine partielle
Funktion mehr darstellt.

Definition A.9 (Totale Funktion) Unter einer totalen Funktion f (kurz einfach nur Funktion
oder Abbildung genannt) versteht man eine partielle Funktion f € [A — B]| mit domain(f) = A.

Wie schon mehrmals erwihnt, soll der Begriff Funktion alleine fiir eine totale Funktion stehen,
da in der Regel die Verwendung einer partiellen Funktion anstatt einer totalen ndherer Erlaute-
rung bedarf.

Definition A.10 (Surjektive und injektive (partielle) Funktionen)
Eine partielle Funktion f: A — B heifit
injektiv & Va,b e domain(f). f(a) = f(b) = a=b
surjektiv (auf B) < range(f) =B
bijektiv (auf B) :&  finjektiv und surjektiv (auf B)
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In diesem Abschnitt findet man, was fiir die Arbeit an Grundlagen fiir Verbdande und Fixpunk-
te gebraucht wird. Die Hauptquelle fiir diese Definitionen und Sétze bildet /Schmitt, 1992b/,

/Winskel, 1993/ und natiirlich /Tarski, 1955/.

Definition A.11 (Schranken) Bez. einer partiellen Ordnung < C A% (nunin infix-Schreibweise

verwendet) heifse a € A fiir eine Menge B C A eine

obere Schranke (B < a)
untere Schranke (a < B)

( VbeB.b<a
(
Supremum  (a € supB)
(
(
(

VbeB.a<b

Infimum a € inf B)
Maximum  (a € maxB)
Minimum a € minB)

a€supBunda € B
aceinfBunda € B

SR 3

(Im letzten Fall spricht man auch iiblicherweise von einem Minimum von B.)

B<aundVceA.B<cAc<a = c=a
a<BundVceA.c<BANa<c = c=a

Definition A.12 (Verbinde) Eine partielle Ordnung < C A? heifst

unterer Halbverband &= V0GB CA. |B| <o = |[infB|=1
oberer Halbverband = V0GB CA. [B] <o = |supB| =1

(A.2)
(A3)

Ein oberer und unterer Halbverband heifst Verband. Wenn die rechte Seite der Gleichung
(A.2) bzw. (A.3) fiir beliebige 0 & B C A gilt, so heifit (A, <) ein vollstindiger unterer (oberer)

Halbverband und analog vollstindiger Verband, wenn beide Gleichungen gelten.

In einem unteren (oberen) Halbverband bezeichne man das zu einer endlichen Menge B C A
eindeutige Infimum c als das Infimum (Supremum) geschrieben inf B = ¢ (supB = c). Ebenso

fiir vollstindige Halbverbdnde und beliebiges (nichtendliches) B. Fiir B = A definiere

L:=infA und T :=supA
Eine Teilmenge B eines vollstindigen Verbandes A heifie Kette gdw.
supB' € B, fiir alle B C B mit |B'| < o
In einem Verband A wird das Infimum bzw. das Supremum von a,b € A auch als
anb :=inf{a,b}, aUb :=sup{a,b}
geschrieben und als ,,meet* bzw. ,,join“ bezeichnet. Fiir B C A schreibt man auch
ﬂB::infB, UB::supB

wobei bei |B| = oo und nicht vollstiindigen A diese nicht zu existieren brauchen.
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Definition A.13 (Monotone und Stetige Abbildungen auf Verbinden)
Eine Abbildung f: A — A auf einem vollstindigen Verband (A, <) heifse

monoton &= Va,beA.a<b = f(a) < f(b)
stetig & VBCA, BKette. sup f(B) = f(supB)

Definition A.14 (Fixpunkte) Fiir < C A2, fiA—Aunda€ A gelte
a ist ein Fixpunkt fiir f & f(a)=a

Dariiber hinaus heifit a kleinster (grofiter) Fixpunkt, wenn a Fixpunkt ist und zusdtzlich fiir alle
Fixpunkte b € A mit b < a (b > a) schon a = b gilt.

Satz A.15 (Fixpunkte monotoner Funktionen) Sei (A, <) ein vollstandiger Verband (A, <),
f: A — A eine monotone Funktion, so existiert der kleinste Fixpunkt m und der grofite Fixpunkt
M. Sie lassen sich berechnen als

M= imeAlm< fm)} m=(\{meA|f(m)<m)

=B

Beweis: Zunichstist B# 0, da f(T) < T und somit T € B, so da m := (| B wohldefiniert ist.
Z.7. ist nun, daf3 m kleinster Fixpunkt ist. Nun sei b € B beliebig gewéhlt. Nach Definition von
m folgt sofort m < b. Weiter liefert die Monotonie von f die Ungleichung f(m) < f(b) < b,
letzteres da b € B. Somit ist f(m) auch eine untere Schranke von B, von denen m die grofite
ist, so daB f(m) < m. Damit erweist sich m € B. Wiederum mit der Monotonie von f ergibt
die letzte Ungleichung f(f(m)) < f(m). Dies ergibt f(m) € B und schlieBlich m < f(m). Die
Antisymmetrie von < zeigt nun, daf} m tatsachlich ein Fixpunkt ist.

Weiterhin ist die Menge der Fixpunkte eine Untermenge von B, da aus f(a) = a sofort
f(a) < a folgt. Damit ist der kleinste Fixpunkt, der in B liegt, ndmlich m, auch ein globaler
kleinster Fixpunkt. Analog verfiahrt man bei M. Q4

Interessant an diesem Beweis (dieser ist an den aus /Schmitt, 1992b/ angelehnt) ist, da3 man
meinen wiirde es reiche aus, fiir die Existenz eines kleinsten Fixpunktes nur untere Halbverban-
de zu betrachten. Dann aber ist die Wohldefiniertheit des Schnittes (1) B nicht notwendigerweise
erfiillt, da ein vollstandiger unterer Halbverband nicht unbedingt ein groftes Element (T') be-
sitzen muBl. Umgekehrt besagt der nichste Satz, daB jeder vollstindige untere Halbverband mit
grofitem Element schon ein Verband ist. Dies verdeutlicht, dal die Voraussetzung des voll-
standigen Verbandes recht scharf gewihlt ist. Ein weiteres Indiz dafiir liefert das Beispiel der
natiirlichen Zahlen N mit der natiirlichen Ordnung. Diese bilden genau so einen vollstindi-
gen unteren Halbverband, der kein vollstandiger Verband ist, da N selbst keine obere Schranke
besitzt. Die Nachfolgeoperation

f N—= N, fin—n+1

ist offensichtlich monoton und hat keinen Fixpunkt.
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Satz A.16 (Kriterium fiir die Vollstindigkeit von Verbinden)
Jeder vollstindige untere (obere) Halbverband mit einem Maximum (Minimum) ist ein vollstdn-
diger Verband.

Beweis: Sei (A, <) ein vollstdndiger unterer Halbverband mit Maximum M = maxA. Sei nun
B C A eine beliebige Menge. Z.Z. ist, da} |supB| = 1. Dazu betrachte C := {a € A | B < a},
die Menge der oberen Schranken von B. Diese ist nicht leer, da M € C, und nach Voraussetzung
existiert ¢ := [|C. Firein b € B gilt b < d fiir alle d € C, so da3 b < C. Da nun ¢ gro3te untere
Schranke fiir C ist, muB also b < ¢ gelten, womit ¢ > B. Sei nun ¢’ € A mit ¢’ > B, dann ist
¢’ € C und somit ¢ < ¢’. Damit ist ¢ € supB. Ebenso ist fiir ¢’ € supB auch ¢’ > B, so daB
¢’ € C und somit ¢ < ¢’. Nach Definition von ,,sup* folgt schlieBlich ¢ = ¢’. (Analog fiir obere
Halbverbiande) O

Die Wortwahl in diesem Satz ist sehr sorgfiltig gewihlt. So bedeutet die Konklusion, daf3 der
vollstindige untere (obere) Halbverband sogar ein vollstandiger oberer (unterer) Halbverband
ist! Insbesondere zeigt der Beweis

Korollar A.17 Fiir einen vollstindigen unteren bzw. oberen Halbverband (A, <) gilt
|supB| <1 bzw. |infB| <1, fiiralle BC A

d. h. das Supremum bzw. Infimum ist eindeutig, wenn es existiert.

Dies zeigt, daf} ein vollstindiger (z. B. endlicher) unterer Halbverband A nicht deshalb kein
Verband sein kann, weil es zwei Elemente a,b € A gibt, die kein eindeutiges Supremum haben
(|sup{a,b}| > 2), sondern es muB} zwei Elemente a,b € A geben, die tiberhaupt kein Supremum
besitzen.

Am obigen Beispiel (N, <) soll eine Vorgehensweise geschildert werden, wie man von ei-
nem vollstandigen unteren Halbverband zu einem vollstindigen Verband gelangt (N ist zwar
schon ein Verband, aber eben nicht ein vollstandiger oberer Halbverband). Hierzu fiigt man ein
Maximum oo hinzu und definiert oo > n fiir alle n € N* := NU {eo}. Damit bleibt N* vollstindi-
ger unterer Halbverband. Zusitzlich ist N™ aber nun nach letztem Satz ein vollstindiger oberer
Halbverband. Diese Betrachtungen lassen sich verallgemeinern zu:

A

Satz A.18 (Vervollstindigung eines vollstindigen unteren Halbverbandes)
Sei (A, <) ein vollstindiger unterer Halbverband. Dann ist B := A U{M} ein vollstindiger
Verband, wenn man definiert

b<ph & b =Moder(b,b cAundb<,0b)

fiir alle b,b' € B und neuem M ¢ A.

Es soll nicht verschwiegen werden, daf} diese Konstruktion nicht unbedingt den kleinsten Ver-
band liefert. Wenn z. B. der untere Halbverband schon ein einziges maximales Element besitzt,
so kann man durch die Vereinbarung, daf3 alle Paare ohne Supremum diese Maximum als Su-
premum bekommen, einen kleineren Verband konstruieren.
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Satz A.19 (Fixpunkte stetiger Funktionen)
Sei (A, <) ein vollstindiger Verband, f: A — A eine stetige Funktion, dann ist f monoton und
fiir die kleinsten und grofiten Fixpunkte gilt

(MacAlfla)=a} = Uf"u) (A.4)

UaeA | fla)=a} = ()F(T)
i=0

Beweis: Seia,b € Amita<b,soistB:={a,b} eine Kette, da aUb = b. Die Stetigkeit von f
ergibt nun

fla) <sup{f(a),f(b)} =sup f(B) = f(supB) = f(b)
Damit ist f monoton und der kleinste Fixpunkt m existiert nach Satz A.15. Da A vollstindig ist,

existiert die rechte Seite von (A.4). Z.Z. ist noch, daB m gleich dieser rechten Seite R := U f*( L)
ist. Die Menge {f'(_L)} ist linear geordnet

FHL) = F(L)

Dies zeigt eine einfache Induktion nach i. Im Induktionsschritt von i nach i 4 1 gilt
FRAL) = FFFHL) = £(f (m)) = £ (m)

mit Induktionshypothese und Monotonie von f. Insbesondere ist {f'(_L)} eine Kette und mit
der Stetigkeit von f gilt

FR) = f(JFWL) =UrFw) =Urtw) =r

Somit ist R ein Fixpunkt von f. Ebenso durch einfache Induktion kann f/(1) < m gezeigt
werden. Der Induktionsanfang ist trivial und den Induktionsschritt bestitigt

FTUL) =F(f1(L) < flm) =m,

wiederum nach Induktionshypothese und Anwendung der Monotonie von f. Damit ist m eine
obere Schranke aller £7( L) und somit gilt fiir R als kleinste all dieser oberen Schranken R < m.
Da R Fixpunkt ist und m der kleinste Fixpunkt, folgt daraus R = m. (Analog fiir den groften
Fixpunkt) U

Der folgende Satz stellt ein hinreichendes Kriterium dar, um die Beziehung zwischen den
Fixpunkten zweier stetiger Funktionen zu bestimmen.

Satz A.20 Fiir einen vollstindigen Verband (A, <), stetige Funktionen f,g: A — A gilt
Urw <Usdw  NAT <N
i=0 i=0 i i

falls f(a) < g(a) fiir alle a € A.
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einfache Referenz
mehrfache Referenz

KonkreteKlasse

AbstrakteKlasse

AbstrakteOperation()

|

KonkreteUnterklasse2 I

KonkreteUnterklasse1

Operation() of-------- Pseudocode
InstanzenVariable Implementierung

Abbildung A.1: Legende zu Diagrammen von Klassen.

Beweis: Seien a,b € A mit a < b. Dann ist

fla) < f(b) < g(b)

nach Voraussetzung und da f monoton ist. Zeige nun durch Induktion iiber i € N, daf}
fi(a) < g'(b)

Der Induktionsanfang ist trivial. Im Induktionsschritt gilt

i (a) = fi(f(a) <&'(g(b) = g™ (b)

und man erhilt /(1) < g'(1) <UJg'(L). Somit ist auch der groBte Fixpunkt von g eine obere
Schranke aller f'(_L) und nach Definition des Supremums folgt die Aussage fiir den kleinsten
Fixpunkt. Der grofte Fixpunkt wird genauso behandelt. U1

A.5 Diagramme fiir Klassen

In dieser Arbeit wird eine einfache Version der Notation fiir die Beschreibung der Beziehung
von Klassen aus /Gamma et al., 1995/ verwendet. Abbildung A.1 stellt eine Legende fiir die in
dieser Notation verwendeten graphischen Elemente dar.

Die ,,Kisten* stellen die einzelnen Klassen dar. Diese sind in drei Bereiche unterteilt. An
der obersten Stelle steht der Klassenname in fetter Schrift. Darunter folgen die Methoden eines
Objektes dieser Klasse in normaler Schrift. Als Methoden sind die Bezeichner mit Klammern
und eventuell Argumenten versehen. Dies unterscheidet die Methoden von den Bezeichnern im
dritten Bereich, die die Individuenvariablen einer Instanz (=Objekt) darstellen.

Abstrakte Klassen, die man als abstrakte Schnittstelle ansehen kann, werden kursiv darge-
stellt. Von abstrakten Klassen konnen selbst keine Instanzen gebildet werden. Dies geht nur von
konkreten Unterklassen. Unterklassen werden mit ihrer (direkten) Oberklasse durch eine Linie
und einem Dreieck verbunden. Die andere Beziehung zwischen Klassen besteht aus Referen-
zen (in dieser Arbeit wird keine Aggregation verwendet) in Individuenvariablen eines Objekt
zu einem Objekt einer anderen Klasse.
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Die Referenz wird durch einen Pfeil zwischen den Klassen gekennzeichnet. Wenn die In-
dividuenvariable, die die Referenz beherbergt im Diagramm genannt wird, so nimmt entweder
der Pfeil seinen Ursprung an der Position des Bezeichners der Variable im dritten Teil des Ka-
stens und ist unbeschriftet, oder aber die Individuenvariable wird erst gar nicht in den Kasten
eingetragen und die Beschriftung des Pfeils stellt den Bezeichner der Variable dar. Zum Schluf3
besteht noch die Moglichkeit die Implementierung einer Methode in Pseudocode anzugeben.
Dieser Pseudocode ist in dieser Arbeit immer an C++ (/Stroustrup, 1991/) angelehnt.

A.6 O-Notation

Die O-Notation wird wie iiblich in der Literatur definiert. Fiir diesen Abschnitt seien die be-
trachteten Funktionen alle total.

Definition A.21 (O, Q) Fiir eine Funktion f: N — N sei

O(f) := {g€[N—N]|esgibtc,nec Nmitg(m) < c-f(m), fiir allem > n}
Q(f) = {g€[N—N]|esgibt c,n € Nmitc-g(m) > f(m), fiir allem > n}




Anhang B

Erganzungen

B.1 Fakten zu ]B%X

Haben zwei Belegungen fiir jede Variable dquivalente Bilder, so ist die Auswertung eines belie-
bigen Termes zu einem booleschen Ausdruck (dessen Semanik) unter diesen beiden Belegun-
gen dieselbe modulo semantischer Aquivalenz. Dies ist Thema der nichsten Definition und des
nichsten Satzes, der benotigt wird, um die Fixpunktiterationen mit BDDs berechnen zu konnen.

Definition B.1 (Aquivalente Belegungen)
Zwei Belegungen p},, p% € [P — BY] heifien dquivalent genau dann, wenn

(X)L & (X)L und pp(X) = pp(X), fiir pp(X)|
fiir alle X € P.

Satz B.2 Fiir zwei dquivalente Belegungen ph, p% € [P — BY] gilt

(s)pp = {s)pp

fiir alle s € Tﬂv.

Beweis: Der Beweis wird gefiihrt durch Induktion iiber den Termaufbau von s. Fiir die einfa-
chen Basisfille (s = u[i] oder s = u = v) ergeben sich auf beiden Seiten dieselben booleschen
Ausdriicke. Auch der Induktionsschritt fiir s = Jv.t, s = 59 Asy, s = =t oder s = X(u) fiir
6(X) = € ergibt sich unmittelbar aus der Induktionsbehauptung.

Mit der Beobachtung, daB bei s = X(u) mit p5(X)1 und 6(X) # € das zu bestimmende
minimale n dasselbe ist, vollzieht sich auch hier der Induktionsschritt. Ubrig bleibt der Fall
s =X(u), 6(X) # € und ph(X)|. Nach Voraussetzung folgt aber sofort ph(X) = p3(X). Q

Fiir die Optimierungen in Abschnitt 5.3 sind neben aussagen- und pridikatenlogischen
Aquivalenzumformungen auch Umformungen auf Pridikatsdefinitionen notwendig. Dadurch
werden in diesem Abschnitt mehrere Pradikatsvariablendefinitionen nebeneinander verwendet.
Die Semantik unter einer Definition wird dann auf der linken Seite mit dem Namen der Defini-
tion gekennzeichnet. Zum Beispiel kommt neben der Pridikatsdefinition 8 noch eine weitere &’

177
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vor. Mit s(-) wird dann die Semantik unter der ersten Definition bezeichnet und entsprechend
mit g(-) die unter der zweiten.

Bevor nun Aquivalenzumformungen betrachtet werden, muf hier nocheinmal genauer der
Aquivalenz- und damit der Tautologiebegriff fiir u-Kalkiilterme (-formeln) fixiert werden.

Definition B.3 (Semantische Aquivalenzin B! ) Zwei Terme s,t € T heifen iquivalent, in
Zeichen s = t, gdw. fiir die ,,leere“ Belegung pp = {} fiir die Semantik Il {s)pp = (t)pp gilt.

Die erste Umformung, die hier betrachtet wird, ist die Expansion von Fixpunkten. Dies
wurde z. B. in /Kozen, 1983/ schon fiir den modalen u-Kalkiil angegeben. In ]B%X lautet sie (hier
gleich auch fiir nicht rekursive Pradikate angegeben)

Satz B.4 (Expansion von Pridikaten) Fiir X € P gilt X(n(X)) = B(X).

Beweis: Sei zuniichst 6(X) = u. Dann gibt es ein n € N und ein { € BY mit
_ 1
C=(®p)"(0) = (®p)"(0)

fir p:= {} und X(n(X)) = {{n(X) — wn(X)} also X(n(X)) = . Satz B.2 und die Definition
von & ergibt nun

(BX)MX = &} = @5 (L) = (¥5)"(0) = L= X(m(X))

mit folgender Gleichung (B(X))p{X — C} = (B(X))p folgt der Rest. Diese wird bewiesen
durch Induktion iiber den Termaufbau von B(X). Der Fall 6(X) € {v,€} folgt analog. Q1

Diese Umformung 146t sich besonders gut zusammen mit einer Substitution der Argument-
variable (X ) von X verwenden. Diese Art a-Konversion wird hier nicht formal behandelt.
Man mul} dabei nur aufpassen, dafl keine unerwiinschten Nebeneffekte bei durch Quantoren
gebundenen Variablen entstehen. Als Beispiel fiir diesen Satz betrachte man die Definition von
R von Seite 19. Sie lautete

UR(s).S(s) v 3t.T(t,s) AR(¢)
Nun gilt nach letztem Satz
R((R)) =R(s) =S(s) vV 3t.T(t,s) AR(t) = S(s) vV 3t.T(t,5) ANR(t)

und man erhilt die Tautologie S(s) — R(s), wobei der Begriff Tautologie wie in Definition 2.3
iiber den Aquivalenzbegriff definiert wird.

Definition B.5 Zu t € TV X,R € P mit 1(X) = 1(R), X ¢ dep(R) heiffe X in t R-konjungiert
gdw. fiir alle Y € sce(X ) U {X} und alle s <t sowohl ©1(Y) = t©(X) gilt und aus Y (u) < s auch
Y(u) AR(u) < s folgt.

v
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Das Beispiel von oben fortfiihrend 148t sich folgende Aquivalenz zeigen
s.S(s) AX(s) =3s.(S(s) AR(s)) AX(s) =Ts.5(s) A (R(s) AX(s)) (B.1)

Damit hat man einen Term bekommen, in dem X jetzt R-konjugiert ist. Intuitiv ist klar, dal} die
Semantik von X nur von den erreichbaren Zustinden abhingt. Man ist jetzt versucht, umgekehrt
wie in obigem Satz, R(s) in den Rumpf von X(s) zu propagieren. Dies ist aber formal nur
erlaubt, wenn in der SCC von X alle Priadikate ,,invariant* gegeniiber R sind. Die néchste
Definition liefert hierfiir ein notwendiges syntaktisches Kriterium.

A

Definition B.6 Zut €T, X,R,T € P, X ¢ dep(R)Udep(T), v € V" mit 1(v) =1(X) =T(R) und
©(X)? = 1(T) heifie X int T /R-konjungiert bez. v gdw. fiir alle Y € scc(X)U{X} und alle s < t
sowohl ©(Y) = 1(X) giltund aus Y (u) < s auch entweder Y (u) AR(u) < s oder Y (u) AT (v,u) <
folgt.

Mit E dem Prédikat, das die Fehlerzustinde beschreibt (vgl. S. 18), kann man X als das
Pridikat definieren, das diejenigen Zustdnde charakterisiert, von denen ein Fehlerzustand (der
E erfiillt) erreichbar ist.

uX(s).E(s) v 3t.T(s,t) NX (1)

Im Rumpf von X ist X selbst 7'/R-konjungiert bez. s. Nun betrachte das Vorkommen von X in
den Riimpfen aller Priadikate einer Definition.

Definition B.7 Eint ¢ TﬂV ist in RPNF (rekursiver positiver Normalform) gdw. es kein s € TMV
und X € P gibt, mit scc(X) # {} und X(u) < —s <t. Als boolesche Basisoperatoren sind nur
T,V “und ,, N\ erlaubt.

Definition B.8 Eine Prddikatsvariablendefinition 8 ist in RPNF gdw. fiir alle X € P gilt, B(X)
ist in RPNFE.

Definition B.9 Seien X,R, T € P mit t(X) = ©(R) und (X )? = ©(T). Eine Prddikatsvariablen-
definition § heif’t fiir ein X T /R-konjugiert gdw. X fiir alle Z € P\scc(X) in B(Z) R-konjugiert
ist und X fiir Z € scc(X)UX in B(Z) T /R-konjugiert ist bez. ©(Z).

Fiir X ist die Definition des obigen Beispiel T /R-konjugiert. Wie der néchste Satz zeigt, darf
man dann den Rumpf der Definition von X ersetzen durch

1X(s). R(s) A (E(s) V 3. T(s,1) AX(1)),

wenn man nur noch Terme auswertet, in denen X R-konjugiert ist, was der Term aus Glg. (B.1)
erfiillt. Fiir die Korrektheit dieser Vorgehensweise mufl noch sichergestellt werden, dafl R unter
T selbst ,,invariant* bleibt.
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v v

Definition B.10 R € P heife fiir T € P invariant gdw. (R(u) AT (u,v)) — R(v) eine Tautologie
ist (1(R)?> = 1(T)).

Satz B.11 Seien X,R,T € P mit ©(X) = ©(R) und ©(X)?> = 1(T), 3 eine Pridikatsdefinition in
RPNE die fiir X T | R-konjugiert ist, und &' sei definiert durch

o B furY X
& :=(np,0),  mi B(Y)'—{R((ngx))/\ﬁ(x) firY =X

Weiter sei R fiir T invariant (unter 8) und X int € TMV R-konjugiert. Dann gilt

s{t)pr = 5 (t)pp

fiir alle Variablenbelegungen p, bez. der Semantik I1.

A A

Beweis: Der Beweis wird durch Induktion iiber die Parameter aus Gleichung (2.19) gefiihrt.
Der interessante Fall ist # = Y (u) A R(u), mit Y € scc(X)U {X} und pp(Y)T. O.B.d.A. sei
n(Y) = u. Dann gibt es ein n € N (Maximum!) mit

s{r)pr = s(R(w))pp (5%, )" (0) : 5 (R(u))pr A5 ®p,)"(0) = 5(r)pp

Weiter gilt mit der Voraussetzung X ¢ dep(R), s = s’. Damit ist der Beweis beendet, wenn obige
Terme (in BY) als #quivalent nachgewiesen werden konnen. Dazu zeige fiir alle r € T#V

sA BCI)?)(P(F) =sA 5/CI>§P(}")
Fiir 8* € {8,8'} gilt nach Definition von &’

s N5 ®p, (1) = 5 (R(w) AB(Y) )pp{Y = r}

Nach duBerer Induktionsvoraussetzung wire man fertig, wenn X R-konjungiert ist in R(u) A
B(Y). Lemma B.12 liefert einen dquivalenten Term, der R-konjugiert ist (hier braucht man die
Voraussetzung X ¢ dep(T'), damit R auch unter &' fiir 7' invariant bleibt). O

Lemma B.12 Seit € TMV in RPNE X in t T /R-konjugiert bez. u und R fiir T invariant. Dann
gibteseinr e TMV mit (rypp = (R(u) At)pp fiir alle Belegungen pp fiir die Semantik I1.

Beweis: Hier ist nur der Fall t = t; @, mit ® € {A,V} interessant.! Gilt #1,1, # X(-), dis-
tributiere man R(u) tiber #; und 7, und die Induktionsvoraussetzung liefert den Rest. Sei nun
O.b.d.A. t; = X(w). Dann bleibt noch #, = R(u), wobei w = u und man fertig ist, oder es gilt
t» = T(u,w). Die Invarianz von R ergibt dann aber sofort r = A R(w) und mit der Assoziativitit
von ,, A ““ ist der Beweis beendet. U

"Wiederum vernachlissige man a-Konversion bei Quantoren.
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B.2 Ubersetzungen nach B,

In diesem Abschnitt werden Ubersetzungen fiir verschiedene Formalismen in den in dieser Ar-
beit vorgestellten u-Kalkiil angegeben. Alle diese Ubersetzungen gab es schon fiir den in der
Literatur beschrieben Parkschen oder modalen u-Kalkiil. Deshalb werden sie auch nicht formal
definiert und bewiesen sondern nur an Hand von Beispielen erldutert.

B.2.1 Parkscher u-Kalkiil

Beim p-Kalkiil /Park, 1976/, wie er auch in /Burch et al., 1990, Enders et al., 1993/ oder im Sy-
stem von Janssen /Janssen, 1993/ beniitzt wird, werden Terme in zwei Klassen aufgeteilt. Die
einfachen Terme entsprechen booleschen Ausdriicken in IB%L/. Es gibt Quantoren und Anwen-
dungen von Pridikatsvariablen z. B. ist

P(u)V 3v[T(u,v) AR(u)]

ein einfacher Term im Parkschen p-Kalkiil. Die dabei auftretenden Variablen stammen in der
urspriinglichen Formulierung aus einem beliebigen (unsortierten) Bereich. Bei fest gewéhltem
endlichen Bereich kann man diesen binir kodieren, so daB3 die Variablen Werte aus B” denotie-
ren, fiir ein festes n € N. Mit dieser Identifikation kann man nun direkt einfache Terme nach
T#V iibersetzen. Obiger Term stimmt damit syntaktisch mit seiner Ubersetzung nach ]B%X iberein
bis auf die eckigen Klammern ,,[“ und ,, |, die statt dem Punkt ,,. “ den Rumpf vom Quantor
trennen.

Einfache Terme im Parkschen u-Kalkiil konnen durch A-Abstraktion zu relationalen Ter-
men gemacht werden. Die einzigen Operatoren, die aus einem relationalen Term wieder einen
relationalen Term erzeugen, sind die Fixpunktoperatoren z. B.

uX [Aul[P(u)V Iv[T(u,v) NX(v)]]]

Daneben gelten nur noch einfache Préadikatsvariable als relationale Terme. Diese wiederum
werden durch eine Anwendung auf einen zur Stelligkeit passenden Vektor von Variablen zu
einem einfachen Term, wie das schon in obigen Beispiel geschehen ist. Mit dem letzten relatio-
nalen Term bekommt man z. B. folgenden einfachen Term

Vo [S09) = (X [Au[P() v 3 [T, v) AX ()] ()] (B.2)

In der urspriinglichen Version wiirde man nun fiir P, S und T bei der Auswertung der Semantik
eine feste Belegung wihlen. Hier zum Beispiel fiir S die Menge der Startzustidnde und fiir 7" die
Menge der Ubergiinge.

Im Modellpriifer von Janssen wurde wie bei funktionalen Programmiersprachen ein ,,1et*-
Konstrukt eingefiihrt, dal dazu dient, Abkiirzungen zu definieren, die textuell ersetzt werden.
Damit kénnte man zum Beispiel S als Abkiirzung ansehen, die syntaktisch die Menge der Start-
zustdande charakterisiert. Dies ist aber nur fiir nicht rekursive Pridikate erlaubt. In ]B%X wurde
diese Einschriankung fallen gelassen, genauso wie man natiirlicherweise in funktionalen Pro-
grammiersprachen ein ,,1etrec“-Konstrukt einfiihrt (siehe /Jones, 1987/). Damit kann man
nun auch Fixpunkte direkt als Abkiirzung definieren und braucht keine A-Abstraktion mehr.

Das wichtigste Argument fiir diese Vorgehensweise ist, dal diese Syntax weitverbreiteten
Programmiersprachen wie C dhnelt, und so einem unbedarften Anwender den Einstieg erleich-
tert. Dariiberhinaus muf} ein praktikables System sowieso Abkiirzungen erlauben. Der Nachteil
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liegt eher auf theoretischer Seite, dal nimlich die Wohldefiniert der Semantik nicht mehr so
einfach zu beweisen ist, was aber in Kapitel 2 durchgefiihrt wurde, und den Anwender nach er-
folgreichem Beweis sowieso nicht interessiert. Auch vereinfacht dies die Behandlung der Frage
der Variablenallokation.

Um nun Terme aus dem Parkschen u-Kalkiil zu iibersetzen, fiithrt man fiir jede A- Abstraktion
und jeden Fixpunktoperator eine neue Préadikatsvariable als Abkiirzung ein. Eine Pridikatsde-
finition zu obigen Beispiel lautet in B}, dann

uX(u) . P(u)V3Iv.T(u,v) ANX(v),

wobei die Definitionen der ,.konstanten* Pradikatsvariablen S, P und T nicht aufgefiihrt sind.
Hier wurde, was immer geht, die Pridikatsvariable fiir die oberste A-Abstraktion im Rumpf
eines Fixpunktes weggelassen. Unter dieser Pridikatsdefinition wird nun der folgende Term
evaluiert

Vw.S(w) = X(w)

Man beachte wie der Parameter der (immer auftretenden) A-Abstraktion im Rumpf des Fix-
punktoperators einfach zum formalen Parameter der Definition von X wird.

B.2.2 Modaler y-Kalkiil

Im modalen p-Kalkiil (s. /Cleaveland, 1993/, /Kozen, 1983/, /Winskel, 1989/, /Winskel, 1991/,
/Cleaveland, 1990/, /Cleaveland und Steffen, 1993/, /Cleaveland, 1993/) kann man die Model-
le (S und T im obigen Beispiel) nicht direkt syntaktisch beschreiben. In Systemen, die zur
Beschreibung der Eigenschaften von Systemen den modalen p-Kalkiil verwenden, werden die
Systeme selbst durch einen anderen Formalismus beschrieben. Ein Paradebeispiel hierfiir ist
die Concurrency Workbench /Cleaveland, 1992/, bei der ProzeBalgebraterme beniitzt werden.
Diese lassen sich aber wiederum im u-Kalkiil darstellen (siehe unten).

Durch die Formeln des modalen u-Kalkiil werden demnach nur Eigenschaften des Systems
beschrieben. Es gibt keine Individuenvariablen noch Quantoren, und die Priddikatsvariablen
sind implizit einstellig und erwarten einen Zustand als Argument, was aber syntaktisch nicht
hingeschrieben wird. Den Wahrheitswert einer Formel erhélt man, wenn man das entsprechen-
de Pridikat auf den Startzustand anwendet. Bei fest interpretiertem Pradikat P lautet obiges
Beispiel aus Gleichung (B.2) im modalen y-Kalkiil

pX . PV ()X
Der modale Operator ,, () “ steht dafiir, dal sein Rumpf (hier X) in einem Folgezustand gilt.
Weiter gibt es noch den dualen modalen Operator ,,[] ““, den man als ,,in allen Folgezustéinden

gilt .. .“ interpretieren kann.

Fiir die Ubersetzung der Fixpunktoperatoren fiihrt man wie beim Parkschen u-Kalkiil neue
Pradikatsvariablen als Abkiirzung ein. Diese sind entsprechend der Semantik alle einstellig.
Hierfiir miissen formale Parameter definiert werden, die fiir den aktuellen Zustand stehen. Die
modalen Operatoren werden nun durch Quantoren aufgelost.

Iv.T(u,v)A... fur ()... und  Vv.T(u,v) — ... fur []...

Die Individuenvariable (v), iiber die quantifiziert wird, sollte verschieden sein von der Variable,
die fiir den momentanen Zustand steht («). Es muf3 also hier fiir jedes syntaktische Vorkommen
eines modalen Operator eine eigene Individuenvariable eingefiihrt werden. Die Ubersetzung
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des Rumpfes des modalen Operators erfolgt rekursiv, wobei bei der Bearbeitung des Rumpfes
nun die durch den Quantor gebundene Variable fiir den momentanen Zustand steht. Als Beispiel
betrachte die Formel

pY . PVII(QAQ)Y)

In ]B%X entspricht dies der Priadikatsdefinition
uY(u) . Pu)VVv.T(u,v) = (Q(v) AIw.T (v,w) ANY (w))
und wie oben muf} der Term
Vw.S(w) = Y(w)

ausgewertet werden.

In manchen Versionen des modalen u-Kalkiils werden auch durch Aktionen markierte Zu-
standsiibergangsysteme betrachtet. Hiermit ist mit einem Ubergang noch eine Aktion verbun-
den und die Syntax der Modaloperatoren wird um Aktionen erweitert. Zur Aktion a schreibt
man ,, {(a) *“ und meint damit, daB es einen Ubergang gibt, der mit der Aktion @ markiert ist, und
dessen Folgezustand das dem Rumpf entsprechende Pridikat erfiillt. Die Ubersetzung nach IEBX
lautet hier

Iv. T (u,v)A... fur (a)... und  Vv.Tu(u,v) — ... fir [p]...

Dabei stellt Ty, die Projektion der Ubergangsrelation auf die Aktion o dar.

Mehrfach geschachtelte Fixpunkte

Fiir die Ubersetzung von FairCTL (siehe unten) oder allgemein modalem u-Kalkiil mit einer
Alternierungstiefe (/Emerson und Lei, 1986/) grofler als 1, miissen mehrfach geschachtelte Fix-
punkte behandelt werden. Als Beispiel betrachte die FairCTL-Formel EG P unter den zwei Fair-
neBbedingungen H| und H; (vgl. S. 25). Nach /Burch et al., 1990, Clarke et al., 1993/ ist dies
dquivalent zu folgender Formel im modalen u-Kalkiil (dort im Parkschen u-Kalkiil beschrieben)

VX.PA)(uY1. HIAX V PAOY)A() (uYa. HAAX V PA()Y))

Wie oben erldutert, fiihrt man nun fiir jeden Fixpunktoperator eine Abkiirzung ein und erhélt
folgende Pridikatsvariablendefinition in By,

uYi(s). Hy s) V P(s)A3t.T(s,t) NY(1)

(
uYa(s). Ha s) V P(s)AN3t.T(s,t) ANYa(1)
\Y X(S) . P(S) A (Ht] . T(S,t]) NY] (l])) A (312. T(S,tz) A YZ(tz))

V
s) A \%

$) A
)

X(
X(

Man erkennt hier, daB fiir jede FairneBbedingung eine neue Préadikatsvariable eingefiihrt werden
muB. Deren Rumpf hat aber eine konstante GroBe. Insgesamt ist die Ubersetzung von FairCTL
also linear in der Grof3e der Terme.
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B.2.3 Weitere Ubersetzungen
CTL* und LTL

Die Unterlogiken von CTL* lassen sich allesamt in den p-Kalkiil tibersetzen. In allen in der Li-
teratur genannten Methoden wird dabei eine Reduktion auf das Problem der Ubersetzung von
LTL verwendet. Fiir CTL und FairCTL gibt es direktere Methoden, die in /Burch et al., 1990,
Clarke et al., 1993/ beschrieben sind. Verfahren zur Ubersetzung von ganz CTL* in den u-Kal-
kiil findet man in der Diplomarbeit von Reffel /Reffel, 1996/. Hier seien nur die Arbeiten von
Dam /Dam, 1994/ und /Clarke et al., 1994/ herausgegriffen. In /Reffel, 1996/ wurde unter ande-
rem eine Verbesserung des Algorithmus von Dam angegeben und ein Ubersetzer von CTL* in
die ucke-Eingabesprache realisiert. Hierdurch ist es gelungen, weitaus stirkere Eigenschaften
zu verifizieren (z. B. beim ABP, wo die in FairCTL formulierbare Fairnel viel zu stark ist).

ProzeBalgebra, Bisimulation und Sprachéquivalenz

In /Enders et al., 1993/ wurde angegeben, wie die Ubergangsrelation eines durch einen ProzeB-
algebraterm beschriebenen Systems als BDD reprisentiert werden kann. Die dabei auftretenden
Operationen konnen aber alle auch in ]B%X durchgefiihrt werden. (vgl. Abschnitt C.5). Wie der
Test auf Bisimulation dann im Parkschen u-Kalkiil durchgefiihrt werden kann, findet man in
/Burch et al., 1990, Enders et al., 1993/.

Die Behandlung von Sprachiquivalenz m-reguldrer Automaten findet sich in den Arbeiten
/Burch et al., 1990/, /Burch et al., 1992/ und zuséitzlich /Park, 1981/.
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B.3 Syntax der ucke-Eingabesprache

B.3.1 Typsystem

Der erste vom Autor entwickelte Prototyp der ucke, der in /Melcher, 1995/ verwendet wurde,
hatte eine Lisp-dhnliche Eingabesprache und nur ein sehr einfaches Typsystem. So waren nur
boolesche Variablen und Vektoren erlaubt, so wie das auch in IB%X der Fall ist. Dies bereitete
erhebliche Miihe bei der Implementierung des ,,front end* fiir Argos, da die Ubersetzung von
Verbund- und Aufzéhlungstypen noch erledigt werden mufite. Auf der anderen Seite gibt es
solche Typen in fast jeder formalen Beschreibungssprache, fiir die eine Ubersetzung in die ucke
erstrebenswert ist.

In der neuen Version der ucke, deren Syntax an C++ angelehnt ist, wurde deshalb ein Teil
des Typsystems von C++ tibernommen. Darunter fallen Aufzdhlungstypen (enum), Verbunde
(class) und Vektoren (z. B. bool a[10]). Es gibt keine Abkiirzungen fiir Typen (typedef),
keine Vererbung und keine varianten Verbunde (union). In einer Nachfolgeversion der ucke
soll dies alles integriert werden (auch polymorphe Préidikate).

Basistypen

Als einziger Basistyp ist zur Zeit der boolesche Typ bool implementiert. Dieser kann auch als
Aufzihlungstyp interpretiert werden, mit der Definition

enum bool { true, false };

Nach den Konventionen fiir Aufzihlungstypen (s. u.) kann also eine Variable vom Typ bool
genau fiir die Konstanten 0 oder 1 bzw. true oder false stehen.

Bereichstypen

Bereichstypen gibt es in C++ nicht. Deshalb wurde fiir ihre Definition das Schliisselwort enum
fiir Aufzdhlungstypen iiberladen. Durch

enum E { 1 .. 4 };

wird ein Typ mit dem Namen E definiert, der aus den Elementen 1, 2, 3 und 4 besteht. Die linke
Grenze [ muB eine positive Zahl (einschlieBlich der 0) und kleiner als die rechte Grenze r sein.
Der Typ besteht dann aus r — [ + 1 Elementen und bei Verwendung von booleschen Préadikaten
(s. S. 144) werden zur Kodierung log,(r — [ + 1) boolesche Variable benotigt.?

Aufzihlungstypen

Ein Aufzdhlungstyp wird durch das Schliisselwort enum definiert. Hier sei das Beispiel von
Seite 7 wiederholt

enum Medici { leopold, cosimo, margarete, ferdinand };

Neben den symbolischen Konstanten 1eopold usw. kann auf einen Aufzidhlungstyp auch so
zugegriffen werden, als wire er als Bereichstyp definiert mit der 0 als der linken Grenze und
der gleichen Kardinalitidt. Hierfiir muf} keine explizite Typkonversion durchgefiihrt werden.

Bei Verwendung von BDDs ist noch wichtig, da das MSB (most significant bit) der obersten BDD-Variable
zugeordnet wird.
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Vektoren

Vektoren oder (engl. array) sind anonyme Typen. Sie konnen nur an drei Stellen definiert wer-
den:

1. als Typ eines Parameters einer Pradikatsdefinition
2. als Typ einer durch einen Quantor gebundenen Variable
3. als Typ einer Kompente eines Verbundtyps
Ihre abstrakte Syntax lautet
<IDENT> ’ [’ <NUMBER> ']’

Dies bedeutet, dal nur feste Vektorenldngen verwendet werden konnen. Als eine zukiinftige
Erweiterung ist geplant, hier auch einen beliebigen Aufzihlungs- oder Bereichstyp zuzulassen.
Das macht natiirlich nur dann Sinn, wenn auch beim Aufbau von Termen Variabeln als Vek-
torindex erlaubt sind, was momentan auch nicht moglich ist. Vektoren beginnen wie in C++
per definitionem bei 0. Es sind also Indizes zwischen 0 einschlieBlich und der Vektorenlinge
ausschlieBlich erlaubt.

Verbunde

Verbundtypen folgen in ihrer Syntax Klassendefinitionen in C++. Sie konnen dazu benutzt
werden, um das kartesische Produkt von Typen zu bilden. Erst in einer zukiinftigen Version der
ucke sollen Vererbung und polymorphe Pridikate eingefiihrt werden. Die abstrakte Syntax fiir
Verbundtypen lautet

'class’ <IDENT> ' {’ <COMPOUNDS> ’};’

<COMPOUNDS> = ( <COMPOUND> ' ;' )* <COMPOUND>
<COMPOUND> = <IDENT> ( <CMPPAR> ',’ )* <CMPPAR>
<CMPPAR> = <IDENT> ( ' [’ <NUMBER> ‘]’ )?

Gegeniiber C++ fehlen Zugriffsregelungen (public etc.), Vererbung und die Moglichkeit Me-
thoden zu definieren. Sei T ein beliebiger schon definierter Typ dann ist auch

class A { T a; bool bl[4], c; T d; };

eine giiltige Typdefinition fiir den Typ A. Wenn nun x als ,,A x “ definiert ist, dann sind ent-
sprechend C++-Syntax

xX.a x.b x.b[3] X.C x.d

alles giiltige Terme.



B.3 Syntax der ucke-Eingabesprache 187

B.3.2 Terme
Grundterme

Als Grundterme sind in der Eingabesprache der ucke, Konstanten, Variablen und Prédikats-
anwendungen vorgesehen. Als Konstanten kommen nach den Erlduterungen zum Typsystem
positive natiirliche Zahlen und symbolische Konstanten, die durch einen Aufzdhlungstyp defi-
niert wurden, in Frage.

Bei Variablen kann zusitzlich zum Namen noch eine ,,Zugriffsspezifikation* stehen, die
eine einzelne Komponente einer Variable mit geschachteltem Typ (Verbunde oder Vektoren)
auswihlt. Dies kann rekursiv geschehen, wie oben im Unterabschnitt iiber Verbunde schon
erldutert. Man beachte, dal diese Zugriffspezifikation beliebig lang sein kann. Zu den Klassen-
definitionen

class A { bool al4l; };
class B { A b, c; };
class ¢ { B dI[2], e; };

und der Deklaration ,,Cc x“ist ,,x.d[1].c.a[2] “ ein giiltiger Grundterm mit booleschem
Typ.

Funktionsanwendungen

Funktionsanwendungen haben auch dieselbe Syntax wie in C, mit der Einschrinkung, dafl nur
Grundterme (Konstanten und Variablen mit Zugriffspezifikation) als Argumente erlaubt sind.
Fiir spitere Versionen der ucke ist hier eine Erweiterung auf beliebig geschachtelte Funkti-
onsanwendungen sinvoll. Man beachte, daB} erst die Moglichkeit Zugriffsspezifikationen bei
Argumentvariablen zu verwenden, wie in

class State { SubStatel sl; SubState2 s2; Channel c¢; };
bool Transl (Channel in, Channel out,
SubStatel g, SubStatel t)
bool Transl (Channel in, Channel out,
SubState2 g, SubState2 t)
bool Trans (State now, State next)
Transl (now.c, next.c, now.sl, next.sl) & next.s2=now.s2 |
Trans2 (now.c, next.c, now.s2, next.s2) & next.sl=now.sl ;

bei der Definition von ,, Trans “, es erlaubt, Systeme schichtenweise zu beschreiben. Dies
vereinfacht ungemein den Aufwand bei der Ubersetzung von vielen formalen Beschreibungen.

Operatoren

Die einzige momentan implementierte Operation auf Grundtermen ist die Gleichheit. In zukiinf-
tigen Versionen der ucke ist geplant, dal zusitzlich arithmetische Operationen und Vergleiche
erlaubt sind. Zur Zeit muf3 man diese Operationen als Priadikat definieren (vgl. Abschnitt C.2).
So ist zum Beispiel ,,x.d[1] .b = x.e.c “ein boolescher Term. Neben durch die Gleichheit
(oder Ungleicheit ,, ! =““) gebildete Terme sind nur noch die zwei Konstanten true und false
(oder 0 und 1) und die Anwendung einer booleschen Funktion (Priddikat) einfache boolesche
Terme.
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Auf booleschen Termen sind dann die iiblichen booleschen Operationen wie ,, & “ fiir die
Konjunktion, ,, | * fiir die Disjunktion, ,, ! “ fiir die Negation, ,, - > “ fiir die Implikation usw. de-
finiert. Zusitzlich gibt es auch ein , kaskadierendes if-then-else. Hier ist die Syntax wie in
C++, z. B.

if(x.e != x.d4I[0])
x.e.b.a[0]

else

if(x.e = x.d[1])
0

else
x.d[0] != x[1]

Um Fallunterscheidungen zu unterstiitzen, die bei der Definition von Ubergangsrelationen sehr
hiufig anzutreffen sind, wurde auch ein ,, case “-Konstrukt definiert. Dieses entspricht aber in
seiner Semantik dem kaskadierenden if-then-else. Obiges Beispiel lautet damit

case

x.e != x.d[0] : x.e.b.al0];

x.e = x.d[1] : 0;

1 : x.d[0] !'= x[1];
esac

Neben den normalen booleschen Operatoren sind noch die zwei BDD- Vereinfachungsoperato-
ren,,] “und,, |} “ aus Abschnitt 3.8.3 in die Syntax mit aufgenommen worden. Bei Verwendung
von BDD-Bibliotheken lassen sich so spezielle Optimierungen (s. Abschnitt 5.3) auf den u-
Kalkiil iibertragen. Der ,, | “~-Operator (oder ,,constrain®, ,,generalized cofactor* genannt) heift
»cofactor “und der ,, |} “~Operator (in der Literatur auch mit ,,restrict* bezeichnet) schreibt
sich ,,assume “.

Annotationen

In der Eingabesprache gibt es keine Blocke. Deshalb konnten die geschweiften Klammern
,» {“und ,,} “ mibraucht werden, um Terme zu annotieren. Eine solche Annotierung hat die
generelle Syntax

<TERM> ' {’ <IDENT> ... '}’

Der Name innerhalb der geschweiften Klammern charakterisiert die Annotationsart. Die Punk-
te stehen fiir die jeweilige Annotationsart spezifischen Argumente. Neben Annotierungen zur
Steuerung der Erzeugung von Gegenbeispielen (/Jager, 1996/) seien hier nur Allokationsrand-
bedingungen genannt, die weiter unten nocheinmal nidher betrachtet werden.

Quantoren

Quantoren haben eine Parameterliste wie die spiter noch behandelten Funktionskopfe. Sie
definieren die durch den Quantor gebundenen Variablen und sind typisiert. So lautet die Syntax
einer Parameterliste

<PARAMLIST> ::=
( <IDENT> <IDENT> ( ‘[’ <NUMBER> ‘]’ ) ?2 '," )
<IDENT> <IDENT> ( ' [’ <NUMBER> ‘]’ ) ?
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Wie oben schon erwihnt, ist dies neben Komponenten von Verbunddefinitionen die einzige
Stelle, an der Vektoren (der Stelligkei <NUMBER>) definiert werden konnen. Ein Quantor hat
dann die Syntax

( "forall’ | ’'exists’ ) <PARAMLIST> ’.’ <TERM>
Ein Beispiel lautet

exists Action a, State s, State t . Tl(a,s,t) | T2(a,s,t);

Funktionsdefinitionen

Wie in C verlangt die ucke, daB alle verwendeten Typen und Funktionen (Prédikate) vor ihrer
Benutzung deklariert sind. Fiir mehrfach rekursive Funktionen gibt es demnach Vorwirtsdekla-
rationen. Diese haben dieselbe Syntax wie Funktionsdefinitionen ohne Rumpf. Die Funktions-
kopfe geniligen

<FUNHEAD> ::=
( 'mu’ | ’‘nu’ ) ? <IDENT> <IDENT> ’ (’ <PARAMLIST> ')’
und damit ist die Syntax fiir Funktionsdefinitionen

<FUNHEAD> <TERM>

Gegeniiber C und C++ fehlen hier die den Rumpf der Definition umschlieenden geschweiften
Klammern. Als Beispiel betrachte

bool Trans (bool al[2], bool b[2])
(a[0] -> b[0]) & (all]l] -> b[1l]);

Das optionale ,,mu “ oder ,, nu *“ wird verwendet, wenn es sich bei der Funktion um eine rekursiv
definierte Funktion handelt, und gibt an, ob der kleinste oder grote Fixpunkt gemeint ist.

Kommandos

Neben den Annotationen gibt es noch weitere Kommandos, die nicht zum p-Kalkiil gehoren,
sondern zur Steuerung des Modellpriifers dienen. All diese Kommandos verwenden die in C
ibliche Syntax

'#’ <IDENT>

Die Punkte stehen auch hier fiir weitere fiir das Kommando spezifischen Argumente. Man
beachte, da} die Kommandos alle mit einem ,, ; *“ abgeschlossen werden miissen, wie dies iibri-
gens auch fiir alle Definitionen und zu evaluierenden Terme gilt. Die wichtigsten Kommandos
sind

n (3

"#print’ ( <STRING> | <IDENT> ) im Falle einer in Anfiihrungszeichen (,,
schlossenen Zeichenkette wird einfach diese ausgegeben. Somit ist

) einge-

#print "Hello World";

das berithmte ,,Hello World“-Programm fiir die ucke. Hier wird automatisch ein Zei-
lenumbruch angehéngt. Ist ein Name als Argument angegeben, so wird die mit dem
Namen assoziierte Symbolinformation ausgegeben. Weiter gibt es noch zwei spezielle
Namen ,, symbols “, womit die Symbolinformation iiber alle Symbole angezeigt wird,
und ,, statistics “, was die ucke veranlaf3t, schichtenweise alle gesammelten statisti-
schen Informationen auszugeben.
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"#load’ ( <STRING> | <IDENT> ) entsprichteinem,, #include “in C zum Laden einer
Datei mit weiteren Definitionen oder zu evaluierenden Termen. Geschachtelte ,, #1oad -
Befehle sind erlaubt. Dies ist besonders niitzlich, um sich Bibliotheken mit zu evalu-
ierenden Formeln anzulegen, die dann einfach nach Bedarf zu einem speziellen Modell
hinzugeladen werden konnen.

"#size’ <IDENT> gibt die GroBe der Reprisentation einer definierten Funktion aus. Dazu
muf sie natiirlich erst bestimmt werden, wozu der Modellpriifungsalgorithmus verwendet
wird. Im Falle der Verwendung einer BDD-Bibliothek wird hier die Grofle, d. h. die
Anzahl Knoten, des BDDs ausgegeben.

"#onsetsize’ <IDENT> gibt die Anzahl erfiillender Belegungen sowohl absolut, im Zwei-
erlogarithmus als auch in Prozent aus. (Abkiirzung #ons)

"#witness’ <TERM> generiert einen Zeugen fiir einen Term. Die Angabe eines beliebigen
Termes ohne dieses Kommando fiihrt nur zu dessen Evaluation. Der Modellpriifungs-
algorithmus liefert nur die Aussage ,, true “ oder ,,false “. Der Algorithmus fiir die
Zeugengenerierung stammt aus /Kick, 1996/ und wurde in /Jiger, 1996/ implementiert.
(Abkiirzung #wit)

"#cex’ <TERM> erzeugt(dual zu dem Kommando ,, #witness ) ein Gegenbeispiel nach der
Methode aus /Kick, 1996/ (,, #cex * steht fiir ,,counter example*).

"#timer’ ( ’‘go’ | ’‘reset’ | ‘stop’ ) ? Damit kann eine Stoppuhr ausgelesen,
gestartet, zuriickgesetzt oder angehalten werden. Um sie ,,abzulesen‘ wird kein Argument
angegeben.

"#reset’ <IDENT> Die ucke verwendet fiir jeden zu evaluierenden Term in der Eingabe
einen neuen Evaluator (vgl. Abschnitt 5.2.2). Um zu vermeiden, daf} eine Funktion in
einem zweiten Evaluator nocheinmal ausgewertet werden muf}, obwohl in einem ersten
Evaluator ihr Wert (z. B. der BDD dafiir) schon bestimmt wurde, gibt es einen Ergebnis-
speicher (engl. cache) fiir Funktionen, in denen Reprisentationen fiir Funktionen abgelegt
werden.

Da die ucke nicht wissen kann, ob spiter eine schonmal berechnete Funktion nocheinmal
benotigt wird, speichert sie grundsitzlich alle errechneten Représentationen fiir Funktio-
nen in diesem Speicher. Um Platz zu sparen, kann der Benutzer iiber diesen Befehl eine
nicht mehr benotigte Reprisentation aus dem Ergebnisspeicher 16schen. Der spezielle
Name ,,a11 “ fiihrt zur Loschung aller gespeicherten Resultate.

"#visualize’ <IDENT> startet eine Visualisierung einer Funktion. Diese Visualisierung
benotigt die BDDs imple-Bibliothek (durch Laden des Managers simplebman.so) und
verwendet den vom Autor implementierten ,,Graphlayouter 1g. (Abkiirzung #vis)

"#verbose’ ( ’‘on’ | ‘off’ ) ? erhoht oder senkt den ,,verbosity level®. Dieser gibt
an, wieviel die ucke dem Benutzer dariiber berichten soll, was sie gerade tut. In der
hochsten Stufe (viermal mit on aufgerufen) wird zum Beispiel nach jedem Schritt im
Modellpriifungsalgorithmus die Grofle der Reprisentation und alle Statistikinformation
ausgegeben. Ohne Argument verhilt sich der Befehl als wire er mit on als Argument
aufgerufen worden.
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"#frontier’ ( ‘on’ | ’off’ ) Hiermit wird die interne Optimierung der ,.frontier set
simplification ein- bzw. ausgeschaltet.

“#quit’ beendet die ucke-Sitzung. Daselbe geschieht natiirlich wenn die letzte aller geoft-
neten Datei vollstindig gelesen wurde. Bei einer interaktiven Sitzung kann der Benutzer
auch durch Eingabe der Tastenkombination Ctrl und D die Eingabe beenden.

Mehrere der durch diese Kommandos gesteuerten Optionen konnen auch von der Kommando-
zeile aus angesprochen werden. So wird z. B. durch den Aufruf der ucke mittels

mucke -f -v model.mu spec.mu -

zunéchst die ,,frontier set simplfication* eingeschaltet und der ,,verbosity level* um eins erhoht.
Dann werden die Dateien model .mu und spec.mu bearbeit, um danach in den interaktiven
Modus zu wechseln (-). Eine Ubersicht iiber die Kommandozeilenparameter erhilt man durch
den Aufruf von mucke -h.

Allokationsrandbedingungen

Die ucke versucht mit dem Algorithmus aus Kapitel 4 automatisch gute Allokation zu gene-
rieren. Leider gelingt das nicht immer, ohne daf3 der Benutzer zusitzliche Informationen bei-
steuert. Wenn bei der Verifikation die ucke plétzlich sehr viel Speicher beansprucht und die
Berechnungen nicht mehr zu Ende fiihren kann, dann liegt dies oft daran, daf3 eine Allokation
schlecht gewihlt wurde. Um hier einzugreifen, kann der Benutzer durch Erhohen des ,,ver-
bosity levels® sich erstens genau anschauen, welche Allokationen die ucke generiert hat, und
zweitens kann er die Modellpriifung verfolgen bis an die Stelle, an der sehr gro3e BDDs erzeugt
werden. Wenn dies nach einer Substitution geschieht, dann ist mit groter Wahrscheinlichkeit
die Allokation, in die hineinsubstituiert wird, schlecht gew'eihlt.3 Ebenso kann er fiir kleinere
BDDs (kleiner 3000 Knoten) den BDD visualisieren, um dem Grund fiir die Gro3enexplosion
herauszufinden.

Hier kann der Benutzer steuernd eingreifen, indem er eine Randbedingung angibt, die die
ucke beim erneuten Start bei der Konstruktion einer Allokation beachtet. Es sollte untersucht
werden, wie hier dynamische Variablenumordnung den Benutzer entlasten konnte. Der naive
Ansatz, die dynamische Variablenumordnung von /Rudell, 1993/ fiir die Schaltnetzverifikation
auf die Schaltwerkverifikation (Modellpriifung) zu iibertragen, fiihrt nicht zum Erfolg, wie der
Vergleich in Abschnitt 5.4.2 und der erste Prototyp der ucke zeigte. Diese Technik hat nur dann
Aussicht auf Erfolg, wenn man sie mit Allokationsrandbedingungen kombiniert.

Allokationsrandbedingungen in der Eingabesprache der ucke bestehen aus einer Liste von
elementaren Randbedingungen

<ALLOCCS_ATOM>
<IDENT> ("~
<ALLOCCS>

+

I oo | o< | 4t ) <IDENT>
( <ALLOCCS_ATOM> ’,’ ) * <ALLOCCS_ATOM>

Die Operatoren in den elementaren Randbedingungen (<ALLOCCS_ATOM>) stehen fiir die Be-
standteile der Allokationsrandbedingungen aus Kapitel 4:

,» Verschrianken®, ,,Blocken* und ,,Ordnung*

3Je nach Allokator wird fiir jede Funktion oder sogar fiir jeden Quantor eine eigene Allokation verwendet.
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In der Schreibweise aus Abschnitt 4.4 waren dies ,,~1T %, ,~~ % <~ “und,, <t “ Diese
Listen von Randbedingungen konnen nun an drei Stellen in der Eingabesprache der ucke auf-
treten. Zunéchst wie oben schon erwihnt in einer Annotation wie im Beispiel auf Seite 126.

Zweitens werden Allokationen immer fiir die Parameter von Funktionen bendtigt. Hier
treten auch die meisten Probleme mit automatisch erzeugten Allokationen auf. Deshalbg wurde
hierfiir die Abkiirzung eingefiihrt, damit man direkt nach einem Funktionskopf (<FUNHEAD>)
eine Liste von Allokationsrandbedingungen (<ALLOCCS>) hinschreiben darf. Damit ist auch
nur ein minimaler Anderungsaufwand beim Test verschiedener Randbedingungen notig.*

Hat man zum Beispiel folgende Definition einer Ubergangsrelation mit Aktionen

bool Trans(State s, Action a, State t)

dann wiirde der Standard-Allokator diese drei Variablen geblockt allokieren (wenn nicht die
ASTI-Heuristik von S. 138 eingeschaltet ist). Der Benutzer wiirde bei der Auswertung dieser
Funktion merken, daf sehr groe BDDs entstehen. Deshalb wiirde er diese Definition niher
anschauen und es eventuell mit folgenden Allokationsrandbedingungen versuchen

bool Trans(State s, Action a, State t) a -< s, s ~+ t

Hitte er den Parameter a zuerst hingeschrieben, so wiirde die ASTI-Heuristik von S. 138 auto-
matisch die zweite Randbedingung generieren und der Allokator wiirde auch versuchen a vor
s und t zu allokieren. Dies hitte also denselben Effekt wie die Verwendung dieser Randbe-
dingung. Aber beim Anderen der Parameterreihenfolge muB er zusitzlich iiberall, wo Trans
aufgerufen wurde, konsistenz die Argumente vertauschen.

Drittens konnen Randbedingungen auch fiir die Namen der einzelnen Komponenten in Ver-
bundtypen angegeben werden. Dies war besonders niitzlich bei einer Vorstudie zur Berechnung
der maximalen Linge der minimalen Zugfolge zur Losung des ,,Rubik’s Cube®.

Die Beschreibung in der Eingabesprache der ucke findet man in Abschnitt C.3. Die Version
des dort angegebenen Rubik’s Cube hat keine Farben, ist dafiir aber durchnumeriert. Die Zug-
folgen fiir den Wiirfel sind dieselben, wie beim richtigen Wiirfel. Es ist nur erlaubt, daf} pro Zug
eine Ebene des Wiirfels bestehend aus acht kleinen Wiirfeln um 90 Grad um ihre Achse gedreht
werden darf. Die Anzahl erreichbare Zustidnde errechnet die ucke zu 40320 und benétigt dazu 9
Fixpunktiterationen (hier sind noch keine Gesamtdrehungen des Wiirfels eingerechnet). Damit
1aBt sich jede erreichbare Konfiguration ohne die rdaumliche Lage des Wiirfels zu veridndern in
hochstens 8 Ziigen in die Ausgangsposition iiberfithren und es gibt eine Konfiguration, fiir die
es nicht mit weniger Ziigen geht.

Verwendet man die Allokationsrandbedingungen, wie sie im Quelltext angegeben sind, so
besteht der BDD fiir die Ubergangsrelation aus 9305 Knoten. Wenn die Komponenten des glo-
balen Zustandes alle geblockt allokiert werden, dann werden daraus 59180 BDD-Knoten. Die
Berechnungsdauer erhoht sich von 31 Sekunden auf 76 Sekunden und der Speicherverbrauch
von 4.3 MB auf 7.5 MB. Der Grund dafiir, daB die Auswirkung auf die Zeit nicht noch drasti-
scher ausfillt, liegt daran, da} die Anzahl Knoten des groten BDDs fiir eine Approximation
von 11678 auf nur 14620 anstieg.

4Und die Syntax blieb LR(1)!



Anhang C

Quelltexte

C.1 (itegin der BDD-Bibliothek BDDsimple

BDDsimple * BDDsimple::cITEexists (
BDDsimple * a, BDDsimple * b, BDDsimple * c,
BDDsimple * x, BDDsimpleIntToBDDAssoc * assoc)

if (a == False) return exists(c,x);
if (a == True) return exists(b,x);
if (¢ == False) // this 1is an ‘and’
{
if (b==False) return False;
if (b==True) return _composeExists(a,x,assoc);
}
else
if (¢ == True)
{
if (b == True) return True;
if (b == False)
{
BDDsimple * tmp = not(a);
BDDsimple * res = _composeExists (tmp,x,assoc);
_free(tmp) ;
return res;
}
}
BDDsimple * dest = (*assoc) [ a -> var ];
if (dest)
{
if (dest == False) return exists(c,x);
if (dest == True) return exists(b,Xx);
}
while (x!=True) { // normalize x
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if (assoc -> min var(a -> var) <= x -> var) break;
if(!b -> isConstant() && b -> var <= x -> var) break;
)

if(!c -> isConstant() && ¢ -> var <= x -> var) break;

X = x -> right;

if (x==True)

if (dest) _free(dest);
return composeITE(a,b,c,assoc);

BDDsimple * res =
cached (BDDsimpleCITEEXISTS (a,b, ¢, x,assoc->index())) ;

if (res)
{
if (dest) _free(dest);
return res;

if (!dest)
{

dest = find(a->var, False, True);

extra_cite calls++;

if (dest -> isVariable())
{

if ((b -> isConstant ()

(c -> isConstant()

{

dest -> var <= b -> var) &&
dest -> var <= ¢ -> wvar))

extra_cite_exists_partl++;

BDDsimple * c0 = c¢->cf_left(dest -> var),

* ¢l = ¢->cf_right(dest -> var),

* b0 = b->cf_left(dest -> var),

* bl = b->cf_right(dest -> var);
BDDsimple * z = _subtract_vars(x, dest -> var);

BDDsimple * t
BDDsimple * e

cITEexists(a -> right, bl,cl,z, assoc);
cITEexists(a -> left, b0,c0,z, assoc);

_free(z);

res = fastIteExistsWithVar (dest -> var, dest, t, e, x);

_free(t); _freel(e);



C.1 (iteg in der BDD-Bibliothek BDDsimple

}

else // 2nd case for dest -> isVariable()

{

extra_cite_exists_part2++;

int m = minVar (b, c);
BDDsimple * ¢c0 = c->cf_left(m), * cl
* b0 = b->cf_left(m), * bl

BDDsimple * z = _subtract_vars(x, m);
BDDsimple * t = cITEexists(a, bl, cl,
BDDsimple * e = cITEexists(a, b0, cO0,
_free(z);

res = fastIteExistsWithvar(m, 0, t, e,

_free(t); _freel(e);

}
else // ! dest -> isVariable()
{
int m = minVar(a,b,c);
if(a -> var == m)
{

extra_cite_exists_part3++;

BDDsimple * d_vars = _vars (dest);
BDDsimple * y = _and vars(d_vars, X);
_free(d _vars) ;

BDDsimple * z = _subtract _vars (x,V);

BDDsimple * t
BDDsimple * e

_free(z);
res = iteExists(dest, t, e, Vy);

_free(t); _free(e); _freel(y);

}

c->cf_right(m),
b->cf_right (m) ;

Zz, assoc);
Zz, assoc);

X) ;

cITEexists(a -> right,b,c,z, assoc);
cITEexists(a -> left,b,c,z, assoc);

else // 2nd case for ! dest -> isVariable()

{

extra_cite_exists_partd++;

BDDsimple * ¢c0 = c¢->cf_left(m), * cl
* b0 b->cf_left(m), * bl

Hh
|

BDDsimple *
BDDsimple * y
BDDsimple * z

= find(m, False, True);
_and_vars (f, x);

_subtract_vars (x,V) ;

c->cf_right(m),
b->cf_right (m) ;

195



196 Quelltexte

BDDsimple * t
BDDsimple * e

cITEexists(a, bl, c¢l, z, assoc);
cITEexists (a, b0, c0, z, assoc);

_free(z);
res = iteExists(f, t, e, Vv);
_free(t); _free(e); _freel(ly); _free(f);

_free(dest) ;

store (BDDsimpleCITEEXISTS (a,b, c,x,assoc->index () ,res)) ;
return res;



C.2 Arithmetische Operationen in der ucke

C.2 Arithmetische Operationen in der ucke

enum Data { 0..15 };

bool inc(Data s, Data t)
case

s = 0 t = 1;

1 t 2;
s 2 t 3; //
S 3 t 4, //
s 4 t 5; //
s 5 t 6; //
s 6 t 7; 1/
s 7 t 8; //
s 8 t 9; //
s 9 t 10;
s = 10 t = 11;
s = 11 t = 12;
s 12 t 13;
S 13 t 14;
IS 14 t 15;
s = 15 t = 0;

esac;

bool dec(Data s, Data t)

mu bool add(Data s, Data
if(s = 0) r =t
else

Mit bits das zu kodieren geht
natuerlich auch. Aber man kann dann
(momentan) in den zu ueberpruefenden
Formeln keine Zahlen schreiben:

z. B. class Data { bool bits[4]; 1};
exists Data a. a = 11;

geht leider noch **nicht**

inc(t,s);

t, Data r) // s + t =71

exists Data tmpl, Data tmp2.

dec(s, tmpl) & add(tmpl,t,tmp2)

mu bool mult (Data s, Data t, Data r)

if(s =0) r =20
else
if(s = 1) r = t
else

& inc (tmp2,r);

// s * t =1

exists Data tmpl, Data tmp2.
dec(s, tmpl) & mult(tmpl,t,tmp2) & add(t,tmp2,r);

// Was 1st das Inverse von 5 modulo 16 ?

#wit exists Data x. mult(5,x,1);

197
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C.3 Vorstudie zum Rubik’s Cube

/*
Y
N
|
|
|
+----- +----
/ 2/ 6
/ / /
+----- +----- +
/i +3/...+7/]
/ "/ /|
+----- +----- + |/
o |+
| 7 [.o.... [./].
" = 0]/ |4
+----- +----- + |/
I S O R B
[ |1 15/
(¢ I |/
+----- +----- +
/
/
/
\
Z

Here we have the following basic

xy0 = (6 2 0 4) xvyl

yx0 = (6 4 0 2) yx1 =

xz0 = (4 5 1 0) xzl1 =

zx0 = (4 0 1 5) zxl =

yvz0 = (2 3 1 0) yz0 =

zy0 = (2 0 1 3) yzl
enum P { O .. 7 };

class State { P p0, pl,
p0 ~+ pl, pl ~+ p2, p2
p4 ~+ p5, p5b ~+ p6, pb6

bool _xy0(State s, State
s.p6 = t.p2 & s.p2 =t
bool _xyl(State s, State
s.pb = t.p7 & s.p7 =t
bool xz0(State s, State
s.pd = t.p5 & s.p5 =t

(x,v¥,2)

SRR

N N

p2, p3,

~4 p3,
~+ p7;

t)
.p0 & s
t)
.p3 & s
t)
.pl & s

U Ul www w

moves:

1)

7)

2)

7)

4)

7) */
r4, p5, p6, pP7;
p3 ~+ p4,
.p0 = t.pd & s.pd
.p3 = t.pl & s.pl
.pl = t.p0 & s.p0

//

important

t.p6;
t.p5;

t.p4;

Quelltexte
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bool 1(State s, State t)

s.p6 = t. p7 & s.p7 = t.p3 & s.p3 = t.p2 & s.pP2 = t.pb6;
bool _yz0(State s, State t)

s.p2 = t. p3 & s.p3 = t.pl & s.pl = t.p0 & s.P0 = t.p2;
bool _yzl(State s, State t)

s.p6 = t. p7 & s.p7 = t.p5 & s.p5 = t.pd & s.pd = t.pb6;
bool cxy0(State s, State t)

s.p5 = t.p5 & s.p7 = t.p7 & s.p3 = t.p3 & s.pl = t.pl;
bool cxyl (State s, State t)

s.p6 = t.p6 & s.p2 = t.p2 & s.p0 = t.p0 & s.pd = t.p4;
bool cxz0(State s, State t)

s.p6 = t.p6 & s.p7 = t.p7 & s.p3 = t.p3 & s.p2 = t.p2;
bool cxzl(State s, State t)

s.pd = t.pd & s.p5 = t.p5 & s.pl = t.pl & s.p0 = t.p0;
bool cyz0(State s, State t)

s.p6 = t.p6 & s.p7 = t.p7 & s.p5 = t.p5 & s.pd = t.p4;
bool cyzl (State s, State t)

s.p2 = t.p2 & s.p3 = t.p3 & s.pl = t.pl & s.p0 = t.p0;

bool xy0(State s, State t) cxy0O(s,t) & _xyO0(s,t);

bool xyl(State s, State t) cxyl(s,t) & _xyl(s,t);

bool xz0(State s, State t) cxz0(s,t) & _xz0(s,t);

bool xzl (State s, State t) cxzl(s,t) & _xzl(s,t);

bool yz0(State s, State t) cyzO(s,t) & _yzO0(s,t);

bool yzl(State s, State t) cyzl(s,t) & _yzl(s,t);

bool T(State s, State t)
xy0(s,t) | xyl(s,t) | xz0(s,t) | xzl(s,t) | vzO(s,t) |
vzl(s,t) | xy0(t,s) | xyl(t,s) | xz0(t,s) | xzl(t,s) |
vz0(t,s) | yzl(t,s) ;

bool S(State s)
s.p0 = 0 & s.pl =1 & s.P2 = 2 & s.pP3 = 3 &
s.pd =4 & s.p5 =5 & s.p6 = 6 & s.p7 = T;

mu bool R(State s) S(s) | (exists State t. T(t,s) & R(t));

#ons R;
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C.4 Alternating Bit Protokoll

Quelltexte

Dies ist das Alternating Bit Protokoll (vgl. /Bartlett et al., 1969, Clarke et al., 1986/) mit expli-

ziter Modellierung der Kanile und der Daten.

C.4.1 Datentypen

class Data { bool bits[8]; }; // eight bit data

enum ControlStateOfSender { get, send, wait_for_ ack };

class StateOfSender {
ControlStateOfSender state;
bool abp;
Data data;

}i

enum ControlStateOfReceiver { receive, deliver,

class StateOfReceiver {
ControlStateOfReceiver state;
bool abp;
Data data;

}i

enum S2RTag { data0, datal, error, mt };
class S2RData { S2RTag tag; Data data; 1};
class S2RChannel { S2RData in; S2RData out; 1};

enum R2STag { ackO0, ackl, error, mt };
class R2SData { R2STag tag; 1};
class R2SChannel { R2SData in; R2SData out; 1};

enum Running { sender, receiver, s2r, r2s };

class State {
Running running; // interleaving model!
StateOfSender sender;
S2RChannel s2r;
StateOfReceiver receiver;
R2SChannel r2s;
}i

C.4.2 Ubergangsrelation des Senders

bool StartOfSender (State s)
s.sender.abp = 0 & s.sender.state = get;

bool CoStabSender (State s, State t)
t.s2r.out = s.s2r.out & t.r2s.in = s.r2s.in &

send ack };
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t.receiver = s.receiver;
bool StabSender (State s, State t)
t.s2r.in = s.s2r.in & t.r2s.out = s.r2s.out &

t.sender = s.sender;

bool TransSender (State s, State t)

s.running = sender & CoStabSender(s,t) &
(
case
s.sender.state = get
t.sender.state = send &
t.sender.abp = s.sender.abp &
t.sender.data = s.sender.data & // arbitrary
t.s2r.in = s.s2r.in &
t.r2s.out = s.r2s.out;
s.sender.state = send

if (s.s2r.in.tag = mt)
(

t.sender.state = wait_for ack &

t.sender.abp = s.sender.abp &
t.sender.data = s.sender.data &

if (s.sender.abp) t.s2r.in.tag = datal
else t.s2r.in.tag = datal

.s2r.in.data = s.sender.data &
.r2s.out = s.r2s.out

T T &

)
else StabSender(s,t);

s.sender.state = wait for ack

if(s.r2s.out.tag = ack0 & !s.sender.abp |
s.r2s.out.tag ackl & s.sender.abp
)
(

t.sender.state = get &

// nondeterministically choose data to send:

1 &

t.sender.abp != s.sender.abp &
t.s2r.in = g.s2r.in &
t.r2s.out.tag = mt
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else
if(
s.r2s.out.tag = ack0 & s.sender.abp |
s.r2s.out.tag = ackl & !s.sender.abp |
s.r2s.out.tag = error
)
(
t.sender.state = send &
t.sender.abp = s.sender.abp &
t.sender.data = s.sender.data &
t.s2r.in = g.s2r.in &
t

.r2s.out.tag = mt

else
if (s.r2s.out.tag = mt) StabSender(s,t);

esacC

C.4.3 Gesamtsystem

bool Start(State s)
StartOfSender(s) & StartOfReceiver(s) &
StartOfR2S(s) & StartOfS2R(s);

bool Trans(State s, State t)
TransSender (s,t) | TransReceiver(s,t) |

TransS2R(s,t) | TransR2S(s,t);

mu bool Reachable(State s)
Start(s) | (exists State t. _Trans(t,s) & Reachable(t));

// this is faster than just anding as in the SMV system:

bool Trans (State s, State t) _Trans(s,t) assume Reachable(s);
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C.4.4 Ubersetzung von AG AFsender.state = get

Bewiesen wird eine prototypische Lebendigkeitsaussage, die besagt, daf} der Sender immer wie-
der ein Datum von seinem Benutzer annimmt. Da der Benutzer nicht modelliert wurde, sondern
der Sender einfach im Kontrollzustand get nichdeterministisch irgendein Datum generiert, ist
dies dquivalent dazu, da} der Sender immer wieder diesen Kontrollzustand erreicht. Dies gilt
natiirlich nur unter den Fairne3bedingungen, daf3 jeder der vier Prozesse unendlich oft am Zu-
ge ist und das die beiden Kanile nicht unendlich oft hintereinander einen Fehler erzeugen. In
FairCTL formuliert lautet dies

AGAF sender.state=get

Bei der Ubersetzung nach Abschnitt B.2 in den u-Kalkiil ergibt dies fiir jede FairneBbedingung
eine eigene Fixpunktvariable. Als Optimierung neben der Vorwiértsanalyse, die durch Verunden
jedes Rumpfes mit Reachable (s) realisiert wird, wird zusitzlich noch die Ubergangsrelation
unter der Annahme vereinfacht, da3 der Ausgangszustand erreichbar sein mufl. Beim SMV-
System wird hier nur verundet!

nu bool EGfair_ sender not_get (State s);

mu bool EGfair sender_not get_Sender (State s)

(

s.running = sender & EGfair_sender not_get(s))

(

|

s.sender.state != get &

(exists State t. Trans(s,t) &
EGfair_sender not_ get_Sender(t))

)
& Reachable(s)

I

mu bool EGfair sender_not_get_ Receiver (State s)

(

s.running = receiver & EGfair_ sender not_get(s))

(
|
s.sender.state != get &
(exists State t. Trans(s,t) &
EGfair_sender not_ get_Receiver(t))
)
& Reachable (s)

7

mu bool EGfair sender_not_get S2R(State s)
(

s.running = s2r & EGfair_ sender_ not_get(s))

(
|
s.sender.state != get &
(exists State t. Trans(s,t) &
EGfair_sender not get_S2R(t))
)
& Reachable (s)
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mu bool EGfair sender_not_get R2S(State s)
(

s.running = r2s & EGfair_ sender_ not _get(s))

(
|
s.sender.state != get &
(exists State t. Trans(s,t) &
EGfair_sender not _get_R2S(t))
)
& Reachable (s)

7

mu bool EGfair sender_not get_S2Rfair(State s)
(
((s.s2r.out.tag = datal0 | s.s2r.out.tag = datal) &
EGfair_sender_not_get(s))
|
s.sender.state != get &
(exists State t. Trans(s,t) &
EGfair_sender not_get_S2Rfair(t))
)
& Reachable (s)

7

mu bool EGfair sender_not get_R2Sfair(State s)
(
((s.r2s.out.tag = ack0 | s.r2s.out.tag = ackl) &
EGfair_sender_not_get(s))
|
s.sender.state != get &
(exists State t. Trans(s,t) &
EGfair_sender not get_R2Sfair(t))
)
& Reachable (s)

l

nu bool EGfair sender not_get(State s)

s.sender.state != get &
(exists State t. Trans(s,t) &
EGfair_sender not get_Sender(t)) &

(exists State t. Trans(s,t) &
EGfair_sender not_get_S2R(t)) &
(exists State t. Trans(s,t) &
EGfair_sender not get_S2Rfair(t)) &
(exists State t. Trans(s,t) &
EGfair_sender not get_Receiver(t)) &
(exists State t. Trans(s,t) &
EGfair_sender not _get_R2S(t)) &
(exists State t. Trans(s,t) &
EGfair_sender not_get_R2Sfair(t))



C.4 Alternating Bit Protokoll

& Reachable(s)

Il

mu bool EF_EGfair sender not_get (State s)
(
EGfair_sender_ not_get(s) |
(exists State t. Trans(s,t) &

EF_EGfair_ sender not_get(t))
)
& Reachable(s)

Il

#print "
'AG AF sender.state.get’ with fairness that each process
is running infinitetly often and each channel is fair:

n.
I

forall State s. Start(s) -> ! EF _EGfair_ sender not_get (s);

205
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C.4.5 BDD der Ubergangsrelation des ABP

Dies ist der BDD der Ubergangsrelation , Trans “ des ABP, erzeugt mit der ucke durch den

Befehl ,,#vis Trans; “ unter Verwendung des vom Autor fiir die Visualisierung von BDDs

entwickelten ,,Graphenlayouter* 1g.
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C.5 Der Scheduler von Milner

Dieses Beispiel stammt aus /Milner, 1989/, wird aber in der Version von /Enders et al., 1993/
verwendet. Diese Version verwendet eine viel schwichere Spezifikation als in der urspriing-
lichen Formulierung.! Zusitzlich wird hier die Ubergangsrelation des Gesamtsystems unter
der Annahme, daB nur erreichbare Zustinde betrachtet werden, vereinfacht. Die Erreichbar-
keitsanalyse wird nur fiir den Scheduler und nicht fiir die Spezifikation durchgefiihrt (in der
Spezifikation sind alle Zustinde) erreichbar), wobei von den Aktionen abstrahiert wird.

Fiir die Ubersetzung von CCS (s. /Milner, 1989/) nach u-Kalkiil wurde die Methode aus
/Enders et al., 1993/ von BDDs auf den u-Kalkiil {ibertragen.

#print "

%% %% %% % % % % % %% %% %% %% % % %% % %% %% %% %% % %% %% %% %%
% this is the famous scheduler of Milner %
% with forward analysis optimization %
%% %% %% % % % % % %% %% %% %% % % %% % %% %% %% %% % %% %% %% 5% %
ll;

#print;

#print "=> 2 gschedulers <=";

#print;

enum StarterState { start, end };
enum ControllerState {

start, next, decision, firstInternal, firstExternal
}s;

enum PreAction { tau, a0, <0, al, cl };

class Action { bool isInput; PreAction action; };
class SchedState {

StarterState starter;

ControllerState controllers[2];

}i
bool isTau(Action a) !a.isInput & a.action = tau;

bool StartOfSched (SchedState s)

s.starter = start &
s.controllers[0] = start &
s.controllers[l] = start &
1;

bool TransOfStarter (Action a, SchedState s, SchedState t)
s.starter = start &
a.isInput & a.action = c0 &
t.starter = end;

bool TransOfController0O (Action a, SchedState s, SchedState t)
s.controllers[0] = start &
la.isInput & a.action = c0 &

'In der ucke konnte auch die urspriingliche Spezifikation beschrieben werden (s. /Jiger, 1996/).
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t.controllers[0] = next
s.controllers[0] = next &
la.isInput & a.action = a0 &
t.controllers[0] = decision
s.controllers[0] = decision &
a.isInput & a.action = cl &
t.controllers[0] = firstExternal
s.controllers[0] = decision &
isTau(a) &
t.controllers[0] = firstInternal
s.controllers[0] = firstExternal &
isTau(a) &
t.controllers[0] = start
s.controllers[0] = firstInternal &
a.isInput & a.action = cl &
t.controllers[0] = start;

bool TransOfControllerl (Action a, SchedState s, SchedState t)
s.controllers[l] = start &
la.isInput & a.action = cl &

t.controllers[1l] = next
s.controllers[l] = next &
la.isInput & a.action = al &
t.controllers[l] = decision
s.controllers[l] = decision &
a.isInput & a.action = c0 &
t.controllers[1l] = firstExternal
s.controllers[l] = decision &
isTau(a) &
t.controllers[1l] = firstInternal
s.controllers[1l] = firstExternal &
isTau(a) &
t.controllers[l] = start
s.controllers[1l] = firstInternal &
a.isInput & a.action = c0 &
t.controllers[1l] = start;

bool CoStabStarter (SchedState s, SchedState t)
s.controllers [0] t.controllers[0] &
s.controllers 1] t.controllers[l] &

1;
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bool CoStabOtol (SchedState s, SchedState t)
1;

bool CoStabOfromOtol (SchedState s, SchedState t)
s.controllers[l] = t.controllers[1]

7

bool CoStablfromOtol (SchedState s, SchedState t)
s.controllers[0] = t.controllers|[0]

Il

bool schedOtol (Action a, SchedState s, SchedState t)
TransOfController0O(a,s,t) & CoStabOfromOtol(s,t) |
TransOfControllerl(a,s,t) & CoStablfromOtol(s,t) |
isTau(a) & CoStablOtol(s,t) &

(exists Action b, Action c.
b.isInput != c.isInput & b.action = c.action &
TransOfControllerO(b,s,t) &
TransOfControllerl(c,s,t));

bool SchedNonProjected(Action a, SchedState s, SchedState t)
schedOtol(a,s,t) & s.starter = t.starter |
TransOfStarter(a,s, t) & CoStabStarter(s,t) |
isTau(a) &

(exists Action b, Action c.
b.isInput != c.isInput & b.action = c.action &
TransOfStarter(b,s,t) &
schedOtol(c,s,t));

bool _Sched(Action a, SchedState s, SchedState t)
SchedNonProjected(a,s, t) &
a.action != c0 &
a.action != cl ;

bool _SchedWithoutAction (SchedState s, SchedState t)
exists Action a. _Sched(a,s,t);

mu bool ReachableSched(SchedState s)
StartOfSched(s) |
(exists SchedState t. _SchedWithoutAction(t, s) &
ReachableSched (t)) ;

bool Sched(Action a, SchedState s, SchedState t)
_Sched(a,s,t) assume ReachableSched(s) ;

enum SpecState { 0 .. 1 };
bool StartOfSpec(SpecState s) s = 0;

bool TransSpec (Action a, SpecState s, SpecState t)
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la.isInput &

(

0 & a.action = a0 & t =
1 & a.action al & t =

S
S

) ;

|
=

|
o

bool TSpec (SpecState s, SpecState t)
exists Action a. isTau(a) & TransSpec(a,s,t);

mu bool TSpecStar (SpecState s, SpecState t)
s =t |
(exists SpecState intermediate.
TSpec (s, intermediate) & TSpecStar (intermediate, t));

bool DeltaSpec (Action a, SpecState x, SpecState y)
isTau(a) & TSpecStar(x, y) |
(exists SpecState zl. TSpecStar(x, zl) &
(exists SpecState z2. TransSpec(a, zl, z2) &
TSpecStar (z2, vy)));

bool TSched(SchedState s, SchedState t)
exists Action a. isTau(a) & Sched(a,s,t);

mu bool TSchedStar (SchedState s, SchedState t)
s =t |
(exists SchedState intermediate.
TSched (s, intermediate) & TSchedStar (intermediate, t));

bool DeltaSched(Action a, SchedState x, SchedState y)
isTau(a) & TSchedStar(x, vy) |
(exists SchedState zl. TSchedStar(x, zl) &
(exists SchedState z2. Sched(a, zl, z2) &
TSchedStar (z2, v)));

nu bool bisimulates (SchedState pl, SpecState p2) pl ~+ p2
(forall Action a, SchedState gl.
DeltaSched(a, pl, gl) ->
(exists SpecState g2. DeltaSpec(a, p2, g2) &
bisimulates(gl, g2))) &
(forall Action b, SpecState r2.
DeltaSpec (b, p2, r2) ->
(exists SchedState rl. DeltaSched(b, pl, rl) &
bisimulates (rl, r2)));

forall SchedState s, SpecState t.
StartOfSched(s) & StartOfSpec(t) -> bisimulates(s,t);
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C.6 DME

Diese Version des asynchronen DME-Schaltkreis aus /Martin, 1985/ (und /McMillan, 1993a/)
wird hier mit inkrementeller Generierung der Ubergangsrelation formuliert. Dies bedeutet, daB
die einzelnen Zellen auch als Fixpunkte definiert werden. Wie im SMV-System fest imple-
mentiert wird aber iiber alle Konjunkte der Ubergangsrelation das assume hinwegezogen. Das
ergibt die ,,assume Reachable (s) “-Terme im Rumpf der Zellen.

Als weitere Optimierung wurde auf oberster Ebene statt assume der ,, ] “-Operator ver-
wendet, welcher in der Eingabesprache der ucke cofactor lautet. Damit reduziert sich das
Relationenprodukt zu einem einfachen Quantor, was bei mehr als 4 Zellen eine Ersparnis von
etwa 10% ergab.

class GateState { bool out; };

bool TransAndGate (bool inl, bool in2,
GateState state, GateState next)
(next.out <-> (inl & in2)) |
(next.out <-> gtate.out);

bool TransOrGate(bool inl, bool in2,
GateState state, GateState next)
(next.out <-> (inl | in2)) |
(next.out <-> gtate.out);

bool TransCElement (bool inl, bool in2,
GateState state, GateState next)

case
inl = in2 : next.out = inl | next.out = state.out;
1 : next.out = state.out;

esac

Il

// here we have a slightly different semantic than
// that of the smv description

bool TransMutexHalf (bool inp, bool next_ otherOut,
GateState state, GateState next)
(next.out = inp | next.out = state.out)
&
! (next.out & next_otherOut) ;

class UserState { bool req; 1};

bool TransUser (bool ack, UserState state, UserState next)
next.req != ack | next.req = state.req;

// this order of variables is also used in the
// asynchronous version of the SMV-description

class StateCell {
GateState g, £, d, b, i, h, n;
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UserState u;
GateState

}s;

a,

c,

g,

e,

k, 1, p, m, r,

class State { StateCell e 2, e 1; 1};

bool StartCell (StateCell state,
state.
state.
state.
state.
state.
state.
state.
state.
state.
state.
state.
state.
state.
state.
state.
state.
state.
state.

mu bool

mu bool

TransMutexHalf (s.e 1l.u.req,

u.

Q B 8B BRO WRHRRE XD HODODQ OQQ O Q

req
.out
.out
.out
.out
.out
.out
.out
.out
.out
.out
.out
.out
.out
.out
.out
.out
.out

0

O O O O OO O O o o o o o

token &

&

R R R 2R R R R R

&

&
&

token &

0
0;

&

Reachable (State s);

TransCelll (State s, State t)
((TransUser(s.e_1l.r.out, s.e 1l.u, t.e 1l.u) &

(exists bool 1_req. 1l reqg = s.e_2
TransMutexHalf (1_req,

)

&

t.e l.a.out, s.

(exists bool not 1 ack. not_1 ack
TransAndGate(s.e_1l.a.out, not_1 ack,
assume Reachable(s) &

))

((exists bool not_u ack.

TransAndGate(s.e_1.b.out, not_u_ ack,

)

&

TransOrGate(s.e_l.c.out, s.e_1l.d.out,

TransCElement (s.e_1.c.out,
TransCElement (s.e_1.d.out,
TransCElement (s.e_1.g.out,
) assume Reachable(s))

(((exists bool not_h_out.

TransAndGate(s.e_1.g.out, not_h out,

)

&

(exists bool not_j_out. not j_out
TransAndGate(s.e_1.h.out, not_j_ out,

)

&

t.e 1.b.out,

J;

bool token)

s.e.l.a, t.e 1l.a)
.p.out &
e 1.b, t.e_1.b)

= gs.e 1l.g.out &

s.e.1l.c, t.e 1.c)
not_u ack != gs.e l.r.out &
s.e. 1.d, t.e_1.d)
s.e.l.g, t.e_1.9)
s.e l1.i.out, s.e l.e, t.e l.e
s.e l1.i.out, s.e 1.f, t.e 1.f
s.e 1l.j.out, s.e_1.h, t.e 1.h
assume Reachable(s) &
not_h out != s.e l.h.out &
s.e. 1.k, t.e 1.k)

= g.e 1.j.out &

s.e 1.1,

t.e 1.1)

&
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TransAndGate(s.e 1l.k.out, s.e l.m.out, s.e 1.1, t.e 1.1) &
(exists bool ack. ack = s.e 2.g.out &

TransOrGate(s.e_1.l1l.out, ack, s.e 1.j, t.e 1.3)
)) assume Reachable(s) &

(TransAndGate(s.e_1.k.out, s.e l.n.out, s.e_l.p, t.e 1l.p) &
(exists bool not_e out, bool not m out.

(not_e out != s.e_l.e.out & not_ m out != s.e l.m.out) &
TransAndGate (not_e out, not_m out, s.e l.n, t.e_1.n)

) &

(exists bool not f out, bool not n out.
(not_f out != s.e_ 1.f.out & not n out != s.e l.n.out) &
TransAndGate (not_f out, not_ n out, s.e l.m, t.e_1.m)

) &

TransAndGate(s.e l.e.out, s.e l.m.out, s.e 1l.r, t.e l.r) &
TransAndGate(s.e_1.f.out, s.e l.n.out, s.e 1.q, t.e_1.q9))
assume Reachable(s)) assume Reachable(s)

mu bool TransCell2 (State s, State t)
((TransUser(s.e_2.r.out, s.e 2.u, t.e 2.u) &
TransMutexHalf (s.e 2.u.req, t.e 2.b.out, s.e 2.a, t.e 2.a) &
(exists bool 1_req. 1l req = s.e_l.p.out &
TransMutexHalf (1_reqg, t.e 2.a.out, s.e 2.b, t.e_ 2.Db)
) &
(exists bool not 1 ack. not 1 ack != s.e 2.g.out &
TransAndGate(s.e 2.a.out, not_ 1 ack, s.e 2.c, t.e 2.c)
)) assume Reachable(s) &

((exists bool not _u ack. not u ack != s.e 2.r.out &
TransAndGate(s.e 2.b.out, not_u ack, s.e 2.d, t.e_2.d)
) &

TransOrGate(s.e_2.c.out, s.e_2.d.out, s.e 2.9, t.e 2.g9) &
TransCElement (s.e 2.c.out, s.e 2.i.out, s.e 2.e, t.e 2.e)
)
)

TransCElement (s.e 2.d.out, s.e 2.i.out, s.e 2.f, t.e 2.f
TransCElement (s.e_2.g.out, s.e_2.j.out, s.e_2.h, t.e 2.h
)assume Reachable(s)) assume Reachable(s) &

(((exists bool not_h out. not_h out != s.e 2.h.out &
TransAndGate(s.e_2.g.out, not_h_out, s.e 2.k, t.e 2.k)

) &

(exists bool not_j _out. not j out != s.e 2.j.out &
TransAndGate(s.e_2.h.out, not_ j _out, s.e 2.i, t.e 2.1)

) &

TransAndGate(s.e 2.k.out, s.e 2.m.out, s.e 2.1, t.e 2.1) &
(exists bool ack. ack = s.e 1l.g.out &

TransOrGate(s.e_2.l1.out, ack, s.e 2.j, t.e 2.3)
)) assume Reachable(s) &

(TransAndGate(s.e 2.k.out, s.e 2.n.out, s.e_ 2.p, t.e 2.p) &
(exists bool not_e out, bool not m out.

(not_e out != s.e_2.e.o0ut & not_ m out != s.e 2.m.out) &
TransAndGate (not_e out, not_m out, s.e 2.n, t.e _2.n)
) &

(exists bool not_f out, bool not n out.



214 Quelltexte

(not_f out != s.e 2.f.out & not n out != s.e 2.n.out) &
TransAndGate (not_f out, not_ n out, s.e 2.m, t.e_ 2.m)
) &

TransAndGate(s.e 2.e.o0ut, s.e 2.m.out, s.e 2.r, t.e 2.r) &
TransAndGate(s.e_2.f.out, s.e 2.n.out, s.e 2.9, t.e_2.q9))
assume Reachable(s)) assume Reachable(s)
bool Start(State s) StartCell(s.e 1, 0) & StartCell(s.e_ 2, 1);
mu bool Reachable(State s);
mu bool _Trans(State s, State t) s ~+ t
TransCelll(s,t) cofactor Reachable(s) &
TransCell2 (s, t) cofactor Reachable(s) ;

bool Save(State s) ! ( s.e l.r.out & s.e 2.r.out ) ;

// because we used cofactor above we do not have
// to use a relational product below!

mu bool Reachable(State s)
Start(s) | (exists State prev. _Trans (prev,s));

#ons Reachable;

forall State s. Reachable(s) -> Save(s);
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C.7 4-Bit Zahler

#print "4------------- - 40
#print "| N-Bit Counter |";
#print "4------------ - 0
#print;

#print " -> 4 bits <-";
#print;

class Data { bool bits[ 4 1; 1};

bool zero (Data a)
a.bits[0] = 0 & a.bits[1l] = 0 &
a.bits[2] = 0 & a.bits[3] = 0 ;

bool inc3 (Data a, Data b)
if (a.bits[3] = 0)
(
b.bits[3]
)
else
(
b.bits[3]

Il
'_\

Il
(@]

bool inc2 (Data a, Data b)

if (a.bits[2] = 0)
(
b.bits[2] =1 &
b.bits[3] = a.bits[3]
)
else
(
b.bits[2] = 0 &

inc3 (a,b)

bool incl (Data a, Data b)
if (a.bits[1] = 0)
(

b.bits[1] = 1 &
b.bits[2] = a.bits[2] &
b.bits[3] = a.bits[3]
)
else
(
b.bits[1] = 0 &

inc2 (a,b)
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bool incO(Data a, Data b) a ~+ b

if (a.bits[0] = 0)
(
b.bits[0] =1 &
b.bits[1l] = a.bits[l] &
b.bits[2] = a.bits[2] &
b.bits[3] = a.bits[3]
)
else
(
b.bits[0] = 0 &
incl (a,b)

mu bool Reachable (Data a)
zero(a) |
(exists Data b. incO(b,a) & Reachable (b)) ;

#print "calculate number of reachable states";

#print " (forward analysis)";
#print;

#fons Reachable;

#print statistics;
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C.8 Arbiter
#print " -> 4 cells <-";

class Arbiter { bool token, request, writer; };
class State { Arbiter arbiter([4]; 1};

bool only one4 (bool a0, bool al, bool a2, bool a3)
a0 & !al & !a2 & !a3 |

al & !a0 & !a2 & !a3 |
a2 & !a0 & !al & !'a3 |
a3 & !'a0 & !'al & !a2 ;

bool Start(State s)
!s.arbiter[0] .writer & !s.arbiter[l] .writer &
!s.arbiter[2] .writer & !s.arbiter[3] .writer &

only oned (s.arbiter[0] .token, s.arbiter[1l].token,
s.arbiter[2] .token, s.arbiter[3].token);

#size Start;

bool NoRequest (State g)
!s.arbiter[0] .request & !s.arbiter[l].request &
!s.arbiter[2] .request & !s.arbiter[3].request ;

bool TransArbiter (Arbiter s, Arbiter t)
t.writer <-> (s.writer | s.token) & s.request;

bool Trans (State g, State t) s ~+ t
t.arbiter[0] .token = s.arbiter([3
t.arbiter[1] .token = s.arbiter [0
t.arbiter[2] .token = s.arbiter|[1
t.arbiter[3] .token = s.arbiter|[2

token
token
token

()]

n
R R

1.
1.
1.
1.

()]

.arbiter [0], .arbiter[0]) &

.arbiter[1l]) &
[2]) &
[31)

TransArbiter ]
.arbiter (1],
]
]

TransArbiter
TransArbiter
TransArbiter

.arbiter
.arbiter

.arbiter|[2
.arbiter[3

l

t

I

l

#size Trans;

mu bool Reachable(State s)

Start(s) | (exists State t. Trans(t,s) & Reachable(t));

bool RealReachable(State s) Reachable(s) & NoRequest(s);

#ons RealReachable;
#print statistics;
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